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CHAPITRE  \'I. 

FONCTIONS  DÉFINIES  PAR  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


Ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  de  la  définition  et  de  la  repré- 
sentation des  fonctions  analytiques  laisse  de  côté  cette  question 
pratique  fondamentale  :  quel  rôle  jouent-elles  dans  la  solution  des 
problèmes?  Sans  doute,  nous  savons  déjà  que  les  opérations  élé- 
mentaires du  calcul,  effectuées  nn  nombre  fini  de  fois  sur  des 
fonctions  analjtiqiies  (I''^  Partie,  p.  220),  ainsi  que  l'intégration  et 
la  différenliation  de  ces  fonctions,  conduisent  à  de  nouvelles  fonc- 
tions analytiques.  Mais,  pour  montrer  que  la  théorie  de  Weier- 
strass  est  vraiment  féconde,  il  faut  établir  Vexistence  des  fonc- 
tions analytiques  définies  par  des  équations  différenliclles  :  ce 
problème  est  du  reste,  en  lui-même,  d'un  intérêt  capital. 

Considérons  p  relations,  dont  nous  spécifierons  plus  loin  la 
forme,  entre /i  variables  indépendantes,/?  fonctions  et  les  dérivées 
de  ces  fonctions  jusqu'à  celles  d'un  ordre  déterminé  :  nous  allons 
prouver  qu'il  existe  un  système  de  fonctions  analyti(pies  vérifiant 
ces  équations  et  satisfaisant  à  certaines  conditions  dites  co/it/f^foz/.v 
initiales  (par  analogie  avec  une  dénomination  usitée  eu  Méca- 
nique) ou  conditions  aux  limites. 

C'est  à  Caucliy  (pie  l'on  doit  les  premiers  résultats  précis 
relatifs  à  ces  théorèmes  d'existence.  Ses  procédés  varient  avec  les 
F.  —  II.  1 
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hypothèses  faites  sur  les  cléments  qui  entrent  dans  les  relations 
données.  Quand  ils  sont  analytiques,  il  emploie  la  méthode  appelée 
Calcul  des  Umiles  (')  :  dans  ce  calcul,  après  avoir  formé  des 
séries  de  puissances  qui  satisfont  formellement  aux  équations 
données,   on  établit   leur  convergence  (-)    en    comparant   ces 


(')  Cauclij'  exposa  les  principes  de  ce  Calcul  dans  un  Mémoire  lu  à  l'Aca- 
démie de  Turin  le  ii  octobre  i83i  (lithographie  en  1882,  reproduit  dans  les 
Exercices  d'Analyse  et  de  PhysUjue,  t.  II,  p.  5o,  édit.  de  1841). 

«  Ce  calcul  des  limites,  dit  Cauchy,  sert  non  seulement  à  fournir  des  règles 
relatives  à  la  convergence  des  séries  qui  représentent  le  développement  des  fonc- 
tions explicites  ou  implicites  d'une  ou  plusieurs  variables,  mais  encore  à  fixer 
des  limites  supérieures  aux  erreurs  que  l'on  commet,  quand  on  arrête  chaque 
série  après  un  certain  nombre  de  termes  »  (Mémoire  ci-dessus,  p.  4i)-  Cette 
limitation  des  erreurs  résulte  des  théorèmes  établis  précédemment  {V"  Partie, 
p.  2Tg  et  281). 

{-)  Les  anciens  analystes,  en  présence  d'équations  dont  l'intégration  n'était  pas 
réductible  aiix  quadratures,  employaient  déjà  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés :  ils  remplaçaient  dans  l'équation  donnée  la  fonction  inconnue  par  une 
série  entière,  dont  ils  cherchaient  les  coefficients  par  récurrence  (lorsque  ces 
calculs  laissaient  indéterminés  certains  paramètres,  on  les  regardait  comme  les 
constantes  de  l'intégration  ).  Mais  ils  négligeaient  la  question  de  la  con- 
vergence de  la  série  formée.  Si,  malgré  cette  omission,  des  mathéniaticiens 
de  génie,  comme  Euler  et  Lagrange,  ont  évité  de  graves  erreurs,  grâce  à  la 
sûreté  de  leur  intuition,  il  est  évident  que,  par  lui-même,  le  procédé  manque 
de  rigueur. 

«...  D'une  part,  rien  ne  prouvait  que  la  série  obtenue  fût  convergente,  et 
l'on  sait  que  les  séries  divergentes  n'ont  pas  de  somme;  d'autre  part,  une  série, 
même  convergente,  qui  provient  du  développement  d'une  fonction  effectué  à 
l'aide  de  la  formule  de  Mac-Laurin,  ne  représente  pas  toujours  la  fonction  dont 
il  s'agit.  »  (  Voir  \"  Partie,  p.  290,  note.)  «  L'intégration  par  série  était  donc  illu- 
soire tant  qu'on  ne  fournissait  aucun  moyen  de  s'assurer  que  les  séries  obtenues 
étaient  convergentes,  et  que  leurs  sommes  étaient  des  fonctions  propres  à  vérifier 
les  équations  proposées.  »  [C.michy,  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique,  t.  I, 
p.  827  (édit.  de  i84o).  Cf.  aussi  t.  II,  p.  43  (édit.  de  iS4i)-] 

La  preuve  de  la  convergence  des  séries  intégrales  par  la  méthode  des  limites 
a  été  exposée  avec  détails  d'abord  par  Cauchy  dans  le  Mémoire  ci-dessus,  litho- 
graphie à  Prague,  en  i835,  imprimé  en  i84o  {cf.  la  page  335  du  Mémoire),  puis 
par  Weicrstrass  dans  un  manuscrit  daté  de  1842  {voir  plus  bas). 

Les  premiers,  Briot  et  Bouquet  montrèrent  qu'il  est  possible,  pour  certaines 
é(|uations  différentielles,  de  former  une  série  de  Taylor  toujours  divergente 
vérifiant  l'équation,  dont  les  coefficients  s'obtiennent  en  tirant  de  l'équation  pro- 
posée les  valeurs  des  dérivées  de  la  fonction  pour  une  valeur  particulière  de  la 

dy 
variable.  Ils  donnèrent  comme  exemple  l'équation  x--p-  =  ax  +  by. 

Ces  développements,  purement  formels,  sont  nombreux  en  Mécanique  Ana- 
lytique et  en  Mécanique  céleste  :  nous  avons  signalé  des  travaux  i\yn  Icnilcnt  à 
l'utilisation  de  ces  solutions  (1'"  Partie,  p.  iGG  et  029). 
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séries  à  des  séries  auxiliaires  dont  on  a  prouvé  direclemcnt 
l'existence.  Ce  qui  rend  cette  comparaison  possible  c'est  que  les 
modules  des  dérivées  partielles  des  fonctions  analytiques,  qui 
figurent  dans  les  équations  proposées,  sont  limilés  supérieure- 
ment. 

§  I.  —  Fonctions  implicites. 

192.  Dans  ce  paragraphe,  on  suppose  que  les  dérivées  des 
fonctions  inconnues  n'entrent  pas  dans  les  équations  qui  défi- 
nissent ces  fonctions  (*). 

Prenons  d'abord  le  cas  d'une  seule  fonction  et  d'une  seule 
variable  indépendante.  Soit  ¥[x,  y)  =  o  la  relation  donnée;  son 
premier  membre,  holomorplie  dans  le  champ  double  formé  de 
deux  cercles  C  et  F,  ayant  |)our  centres  Xq  et  Jq»  pour  ravons  r 
et  p,  est  nul  au  point  {Xq,  j^„)  ;  on  suppose  F'.^  o  en  ce  point. 

Théorème.  —  L'équation  considérée  a  une  racine  y  et  une 
seule  qui  est  holomorplie  au  point  Xq  et  tend  vers  y^  quand  x 
fend  vers  Xq. 

Première  démonstration  (  Weierstrass).  —  Ramenons  à  l'ori- 
gine le  point  (xo,yo)-  La  série  entière  qui  représente  à  l'origine 
la  fonction  régulière  donnée  n'a  plus  de  terme  indépendant;  le 


(')  Inexistence  des  fonctions  implicites  est  un  corollaire  des  théorèmes  de 
Cauchy  sur  l'existence  des  intégrales  des  équations  différentielles.  Cf.  Cauchy, 
C.  /?.,  1839,  1'  semestre,  p.  587.  —  Bbiot  et  Bouquet,  '/.  E.  P.,  1806, 
XX-WI'  Cahier;  Fonctions  elliptiques,  1"  édit.,  p.  336.  —  Goursat,  Leçons  sur 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  p.  18. 
—  PoiNCARÉ,  Méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  68. 

Mais  il  vaut  mieux  l'établir  directement.  Cf.  JonDAX,  Analyse,  1'  édit.,  t.  I, 
p.  178.  —  MÉUAY,  Leçons,  etc.,  t.  I,  p.  27.3.  —  Pi:ard,  Analyse,  t.  II,  p.  2^6.  — 
Demartres,  Analyse,  t.  II,  p.  i35;  t.  III,  p.  3.  —  Lindelof,  D.  D.,  i^L»)  P- 68. — 
Goursat,  Analyse,  t.  I,  p.  44/- 

Voir  aussi  quelques  autres  théorèmes  sur  les  fonctions  implicites,  établis  par 
M.  Painlevé  {A.  T.,  1888,  B.,  p.  2(,). 

Remarquons  que  l'on  passe  des  théorèmes  d'existence  des  fonctions  implicites-, 
dans  le  cas  des  variables  réelles,  à  ceux  que  nous  démontrons  ici  (  n""  19'2, 
195,  19G)  en  rem[)laçant  ces  mots  :  fonction  continue  et  ayant  des  dérivées 
continues  par  ces  mots  :  fonction  analytique;  les  autres  hypothèses  et  les  autres 
résultats   sont   les   mêmes.    Prjur   le  cas  de   l'inversion,   voir  la   note   I""   Partie, 

p.    2fi'|. 
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lerme  en  y  a  un  coefficient  difTérent  de  zéro  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse sur  la  dérivée  première.  L'équation  F  =  o  peut  donc 
s'écrire 

\  y  =  aïox  -+-  a2o:r--i-  «n  xy 

I  -i-«02j'-+«30^^  +  .  .  .-h  amnX"'y"  -^  ■  ■  ■  =  fi^:  y). 

I.  Cette  équation  est  vérifiée  par  une  série  entière  conver- 
gente à  V origine 

(a)  Y  —  ^{x)  =  rL^x  +.  .  .-\-  oipXi' -\-.  .  .  (3tu=o). 

En  effet,  supposons  qu'il  existe  une  pareille  série  satisfaisant  à 
l'équation  (i)  :  elle  en  rendra  identiques  les  deux  membres;  par 
suite,  ses  coefficients  se  déduiront  de  l'identité 

mil 

qui  donne  (I'"  Partie,  p.  244) 

,  a2=  rt-iu-H  «ii»i-+- «02  2^1, 

«3=  «30-+-  «1 1=^2-1-  2  «02^1  «2-+-  «21  «1  +  «  I  2  «  j  +  «03  «  i  , 

Ces  égalités  montrent  que  chaque  nouveau  coefficient  a^  est 
une  fonction  entière  et  à  coefficients  positifs  de  coefficients  a.q 
déjà  calculés  et  des  coefficients  donnés  ai/((cj  <C.p;  i  +  k^p). 
On  peut  donc  calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  d'une 
série  (a)  satisfaisant  formellement  à  l'équation  (i)  :  il  reste  à  en 
démontrer  la  convergence. 

Pour  y  parvenir,  transformons  l'équation  (i)  en  substituant  à  la 
série  f{x^y)  une  série  majorante  o^x^y).,  que  nous  pouvons 
définir  par  l'égalité  (1"^  Partie,  p.  216) 

(-^)(-f) 

(b,nn-\amn\) 

en  désignant  par  M  une  limite  supérieure  des  termes  de  la  série/" 
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dans  le  champ  (G,  F),  et  considérons  l'équation 

Si  elle  a  une  racine  holomorphe  à  l'origine 

cette  série  (jS)  est  majorante  par  rapport  à  (a)  [et,  par  suite,  la 
série  (a)  est  aussi  convergente]. 

En  effet,  si  la  série  (|j)  existe,  on  en  peut  obtenir  les  coeffi- 
cients en  répétant  les  calculs  qui  ont  fourni  ceux  de  la  série  (a)  : 
il  suffît  de  remplacer  dans  les  égaillés  (2)  les  aïk  et  a^  par  bik 
et  ^jp.  Dès  lors,  en  vertu  des  inégalités  hmiiy\cimn  \t  la  l'orme  des 
relations  (2)  montre  que  la  série  (^3)  est  majorante  relativement 
à  la  série  (a). 

Or  l'équation  auxiliaire  (1')  a  bien  une  racine  régulière  à  l'ori- 
gine et  nulle  avec  x.  En  effet,  elle  peut  s'écrire 


'         Y    i         ^ 

7" 

P^M       '    p2_,_M 

X 
I 

ce  qui  donne  pour  la  racine  tendant  vers  zéro  avec  x 


I  Alf 


Vp^ PL 
4(p-l-M)2            p2_t..M 


M- 


La  quantité  sous  le  radical  s'annule  pour 

La  racine  Y  est  donc  développable  en  série  entière  dans  tout 
cercle  C  dont  le  rayon  n'atteint  pas  /"o  ;  la  série  entière  ainsi 
obtenue  ne  peut  qu'être  Identique  à  la  série  (ji)  (I'"  Partie, 
p.  i4i  ou  291).  La  série  (^)  est  donc  convergente  dans  les 
cercles  C,  et  dès  lors  la  convergence  de  la  série  (a)  est  assurée 
au  moins  dans  ces  cercles. 
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IT.  La  série  '^{x)est  la  seule  racine  qui  s'annule  avec  x. 

En  effet,  posons  jk  =  *^(x)  +J^i-  La  fonction  y  —  j\^iy')  s'an- 
nule, quel  que  soit  jt,  quand  y^  est  nul;  on  peut  donc  écrire 

y,  désignant  une  nouvelle  série  entière.  La  série  y — f  com- 
mençait par  le  termey;  par  suite,  il  y  aura  dans  la  sériey,  un 
terme  constant  égal  à  l'unité,  ce  qui  donne,  en  revenant  aux 
variables  x  et  y^ 

Dès  lors  *iX^)  est  bien  la  seule  racine  nulle  avec  x,  puisque 
f-zi^ty)  lie  tend  pas  vers  zéro  avec  x  ei y  (  '  ). 

193.  Seconde  démonstration.  —  Procédons  comme  pour  les 
fonctions  algébriques  (T"  Partie,  p.  87),  et  prouvons  d'abord  la 
continuité  des  racines  de  l'équation  F(.r,y)  =  o. 

Soit  (:ro,_}^o)  "n  de  ses  systèmes  de  solutions  :  ramenons-le  à 
l'origine,  puis  développons  suivant  les  puissances  de  y  la  fonc- 
tion <I>  transformée  de  F;  on  a  ainsi 

*(^>7)  =  ?o(a7)-h9i(a7)jK-t-...-t-<p«(a?)j'«-f-.... 

Si  l'équation  ^[x,  y)  ^  o  a  une  racine  nulle  d'ordre  p 
pour  X  =:  o  (P*^  Partie,  p.  58),  c'est-à-dire  si  les  fonctions  bolo- 
morphes  Oq,  o,,  ...,  C3^_,  s'annulent  avec  x^  ^p{^)  n'étant  pas 
nul  (-),  cette  équation  a,  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  p  racines 
voisines  de  zéro  et  pas  davantage  (^). 

En  effet,  le  raisonnement  déjà  fait  (l*"^  Partie,  p.  88)  est  encore 


(')  Cette  décomposition  en  produit  de  facteur^  et  celles  que  bous  rencontrerons 
plus  loin  sont  dues  à  \\'cierstrass  :  un  théorème  général  sera  établi  au  n°  299. 
Remarquons  aussi  une  fois  pour  toutes  que,  par  les  procédés  de  comparaison 
ci-dessus,  on  établit  la  convcr'^cnce  absolue  et  u?ii f  or  >}ie  des.  séries  (a). 

(-)  On  voit  que  toute  racine  de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  une 
fonction  buloiiiurplic  de  deux  variables  est  d'un  degré  de  mulliplicilé  entier  el 
fini. 

(')  Le  raisonnement  donné  pour  les  fonctions  algébriques  montre  que 
les/)  racines,  nulles  à  l'origine,  forment  un  ou  plusieurs  systèmes  circulaires. 
Si,  parmi  ces  p  racines,  q  se  pcriuulent  entre  clU'S,  on  peut  représenter 
ces  q  racines  par  un  même  développement  (I''   Partie,   p.  2;)'i). 
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applicable,  bien  cpic  le  polynôme  P  soit  ici  remplacé  par  une  série 
entière  en  y,  puisrpic  les  modules  des  coefficients  '^^,  '^p^^^  ... 
sont  limités  supérieurement  dans  le  cercle  C  (l""*^  Partie,  p,  21  y 

ou  297). 

Ce  lemme  établi,  revenons  au  théorème,  et  reprenons  l'Iiypo- 
thèse  (F^-X'ov. ^^• 

L'équation  F(.r,jK)  =  o  définit,  dans  le  voisinage  de  .r,,,  une 
fonction  y  iinifo/me  et  continue,  qui  prend  en  x^^  la  valeur  ^■„ 
{voir  I"'  Partie,  p.  90). 

Celte  fonction  a  une  dérivée  {V"  Partie,  p.  91). 

Cette  fonction  est  unique  (on  peut  le  prouver  comme  ci- 
dessus). 

194.  On  peut  faire  intervenir  plus  directement  les  procédés  de 
Cauchj  dans  la  démonstration  de  ces  théorèmes.  Comme  exemple, 
reprenons  le  théorème  de  l'inversion,  et  montrons  qu'à  une  fonc- 
tion j^  =y(;r),  holomorphe  en  un  point  Xq,  et  dont  la  dérivée 
première  n'est  pas  nulle  en  ce  point,  correspond  par  inversion 
une  fonction  x  =  '^{y)  holomorphe  au  point  j^j,  {y^  est  la  valeur 
de/en  x^^). 

En  effet,  supposons  x^  etjKo  mds.  Dans  le  plan  x  on  peut  dé- 
crire, de  l'origine,  une  circonférence  C  assez  petite  pour  qu'à  son 
intérieur  la  fonction  f{x)  s'annule  seulement  au  point  a;  =  o 
(I"  Partie,  p.  i4o).  Soit  m  le  minimum  de  \j\3c)  |  sur  C,  ely\  un 
nombre  arbitraire  de  module  inférieur  à  m.  Les  équations y( A") ^=  o, 
f[x)^yi  ont  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  de  C 
(P*^  Partie,  p.  288);  dès  lors,  à  l'intérieur  de  C,  la  fonction  J\x) 
prend  une  seule  fois  la  valeur  j', . 

A  la  circonférence  G  du  plan  x^  la  relation  y=zf{x)  fait 
correspondre  une  courbe  F  du  plan  y  entourant  l'origine;  à 
l'intérieur  de  V,  il  v  a  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre, 
où  X  est  une  fonction  uniforme  de  y^  car  à  tout  j)oint  y  du 
domaine  Ij-j^/^i  correspond  un  seul  point  x  intérieur  à  C.  De 
plus,  J'{x)  ayant  une  valeur  déterminée,  continue  et  dijj'crcnlc 
de  zéro  au  point  a;  =:  o,  son  inverse  o'{y)  est  déterminé  et  con- 
tinu au  point  j^=o.  On  en  conclut  que  '^{y)  est  holomorphe  à 
l'origine. 


CHAPITRE   VI 


Corollaire.  —  Lorsque,  à  un  domaine  simplement  connexe  (Da,-, 
correspond,  parla  transformation j^  =/'(^),  un  domaine  simple- 
ment connexe  (Dj>-,  /(•^)  désignant  une  fonction  analytique  uni- 
forme dans  le  domaine  {ô.r  dont  la  dérivée  est  différente  de  zéro, 
la  fonction  inverse  x  =  o(y)  est  analytique  et  uniforme  dans  le 
domaine  &y  ('). 

On  le  déduit  aisément  de  la  définition  de  fonction  analytique 
par  une  suite  de  séries  enchaînées. 

19o.  Supposons,  maintenant,  qu'il  y  ait  n  variables  indépen- 
dantes :  soitF(;r(,  . . . ,  x,,  ;  }')  ^  o  une  relation  dont  le  premier 
membre  est  holomorphe  dans  un  champ  multiple  (renfermant 
n -\- \  plans)  contenant  le  point  (jc",  .  .  .  ,  ^^"^,  ^'')  et  s'annule 
en    ce  point;  F^  n'est  pas  nul  en  ce  point  (-). 

En  raisonnant  comme  ci-dessus  on  démontre  qu'il  existe  une 
fonction  y,  régulière  dans  le  voisinage  du  point  [œ\,  .  .  .  ,  57°), 
qui  satisfait  à  l'équation  donnée  et  prend  en  ce  point  la  valeur  j^''. 
Cette  fonction  est  unique  et  elle  admet  dans  son  domaine  d'exis- 
tence des  dérivées  partielles  définies  par  les  relations 

d¥        d¥   dy 

(- f^  =  o         («  =  i,...,n). 

De  plus,  ramenons  à  l'origine  le  point  (x",  .  .  .  ,  x",  j'o)-  Le 
développement  de  F(o,  .  .  . ,  o;  j'')  suivant  les  puissances  dey 
commencera  par  un  terme  en  jk,  et  l'on  aura  comme  à  la  page  6 

F(^i,  ...,.r„,7)  =  [jK  — 'r(a?i,  ...,x„)]^{xi,  ...,.r„,7), 

^^  représente  une  série  entière  nulle  à  l'origine;  la  fonction  holo- 
morphe <l>  ne  s'annule  plus  avec  ^,,  .  . . ,  ^„,  y. 

196.    Etudions    le    cas    général.    Soient  n    variables  indépen- 


(' )  La  correspondance  entre  les  deux  domaines  est  biunivoque  et  conforme 
(I"  Partie,  p.  53). 

(-)  La  fonction  y,  lorsqu'elle  n'entre  qu'à  des  puissances y?n/es  dans  F,  est 
dite  atgébroïde  en  x^,  ...,  x,^.  Dans  sa  thèse  (1879),  M.  Poincaré  a  signalé 
d'intéi'essantes  propriétés  de  ces  fonctions;  par  exemple,  si  F  est  holomorphe 
en  a;,,  . . .,  x„,  y  et  s'annule  avec  ces  variables,  on  peut  exprimer  x^,  . . .,  x\^,  y 
par  des  fonctions  algébroïdes  de  n  \ariablcs  auxiliaires  ^,,  ...,  ^„  s'aimuhnit  avec 
ces  variables  (  p.   ifi). 
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(laiilos  Xi^  p  fonclionsyA  Je  ces  variables,/?  relations 
(3)       >         Fa(^i,  ...,  j:-«;  Ji,  ...,  V/,)  =  o         (A- =  I,  .... /?); 

les  fonctions  F;^  s'annulent  au  point  (.r°,  .  .  .,  x°,^.,y'^^1  .  .  -i^'*!,), 
que  nous  désignerons  par  {x'^^y^)  et  sont  holomorphes  dans  un 
champ  multiple  (comprenant  n  -\- p  plans),  renfermant  ce  point  à 
son  intérieur  :  au  même  point,  le  délerminant  fonctionnel  J 
des  fonctions  F  par  rapport  aux  fonctions  y  est  différent  de 
zéro{'). 

Théorème.  —  Les  relations  données  définissent  un  système 
de  p  fonctions 

holomorphes  dans  le  domaine  formé  par  n  cercles  ayant  leurs 
centres  au  point  x'^,  et  prenant  en  ce  point  les  valeurs  y*^  (-). 

Cette  proposition  s'établit  directement  par  les  j)rocédés  de 
Weierstrass  en  suivant  une  méthode  toute  semblable  à  celle  que 
nous  venons  de  développer  (p.  4;  voir  aussi  n"  201). 

Voici  comment  ^I.  Picard  la  déduit  de  la  décom[)Osition  en 
facteurs  obtenue  à  la  fin  du  numéro  précédent. 

Ramenons  à  l'origine  le  jîoint  (x°,  y^).  Le  théorème  est  vrai 
pour  /?  ^  I  ;  montrons  que,  s'il  est  établi  pour  p — i  fonctions 
de  n  variables,  on  peut  l'étendre  k  p  fonctions. 

Le  jacobien  J  ne  s'annulant  pas  avec  les  x  et  les  y^  c'est  que, 

•       /  ,'  .,,,.,      dF,  ,     OVi 

au  point  (o,  o  j,  1  une  au  moins  des  dérivées  - — »  par  exemple  - — » 

est  différente  de  zéro.  Regardons  les  x  et  les  jk  sauf  j'^  comme 
des  variables  indépendantes.  La  première  des  équations  (3)  peut 
s'écrire 

Fi(a-,,  .....r„;j'i,  ....J/,) 

^i?  désignant  une  série  entière,  et  <I>,  une  fonction  qui  ne  s'annule 


(')  Nous  supposons  p  fini.  M.  llcige  von  Kocli  a  liailé  le  cas  où  il  y  a  une 
infinité  d'équations  simultanées  {li.  S.  M.,  1899,  p.  2i5). 

(-)  M.  Poincarc  a  nionlré  que  les  n  variables  et  les/;  fonctions  peuvent  s'e.\- 
priincr  par  des  fonctions  algcbroïdes  de  n  nouvelles  variables  (Thèse,  p.  18). 
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plus  à  l'origine.  Par  suite,  pour  la  question  qui  nous  occupe,  on 
peut  substituer  à  l'équation  F,  =  o  la  relation  plus  simple 

Le  déterminant  J,  du  nouveau  système  d'équations 


d^S 

d(S 

d<-S 

àyi 

ày^ 

^fp-i 

—  I 

dF. 

d¥.y 

dF. 

dF-, 

àjl 

àjî 

^Xp-i 

(^Ip 

àF„ 

dF, 

dFp 

dF, 

àyp 

Jl  = 


est  différent  de  zéro,  comme  le  déterminant  J,  dans  le  voisinage 
de  l'origine. 

Remplaçons  j)'^  dans  les  p  —  \  dernières  équations  (3)  par  9?. 
Au  système  des  p  équations  (3)  on  substitue  ainsi  un  système 
dans  lequel  p  —  i  équations  ne  renferment  plus  que  p  —  i  fonc- 
tions :  dès  lors,  le  théorème  sera  établi  si  nous  montrons  que  le 
déterminant  Jo  correspondant  à  ces/>  — ■  i  équations  n'est  pas  nul. 
Chaque  ligue  de  Jo  est  de  la  forme 


dFk        dF^.   ()^^ 
àyi        àyj>  ôyi 


dFk     d(S 


f)F/ 


^jp-i     àyp  <^yp-i 


(A=2,  ...,p). 


Par  suite,  en  vertu  des  propriétés  des  déterminants,  J^  est  égal, 
au  signe  près,  à  J,  et,  dès  lors,  est  lui  aussi  différent  de  zéro  ('). 

197.   Qu'arrive-t-il  lorsque  le  jacobien  J  est  nul  (")? 
Supposons    d'abord   qu'fV   s'annule   identiquement   dans    un 


(  ')  L'équation  algébrique  F(^)  =  o  admet  la  racine  ^„  comme  racine  simple, 
lorsque  V {x)  s'annule  pour  celte  valeur  sans  que  [•'"'(jt,,)  soit  nul. 

Le  sj'stème  d'équations  algébriques  F,(.r,  y)  =  o,  I'\(:r,  jk)  =  o  admet  comme 
système  simple  le  système  de  solutions  {x^,  y,,),  lorsque  1*',  et  F^  s'annulent  pour 
ces  valeurs,  sans  que  leur  jacobien  soit  nul. 

Par  analogie,  on  dira  que  le  système  (3)  admet,  pour  J7,  =  . .  .=  a;,,  =  o,  les 
solutions  y^=. .  .=:  y  =  o  comme  système  simple  lorsque  les  équations  (3)  sont 
vérifiées  pour  ces  valeurs,  sans  que  le  jacobien  soit  nul. 

(^)  Celte  question  a  fait  l'objet  de  nombreuses  recherches,  au  premier  rang 
(lcs(|uellcs  il  faut  citer  les  travaux  de  Puiscux  sur  les  racines  des  équations 
algébriques.  Cf.  aussi  la  Thèse  de  M.  Poincaré. 
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domaine  renfermant  le  point  (jc",^").  Alors,  en  général,  à  un 
point  X  voisin  du  point  x^  ne  correspond  pas  de  point  y  voisin 
du  point  y"  ;  quand  certaines  conditions  sont  satisfaites,  le  sys- 
tème (3)  admet  encore  des  solutions,  mais  les  fonctions  j'  ne  sont 
jamais  uniformes. 

En  particulier,  soit  le  système 

(4)  oci=  fiiyu  ■■■,}■  i>)        (i=i.,'2,  ...,p); 

lorsque  son  jacobien  est  nul  identiquement,  l'inversion  du  système 
est  impossible,  et  il  existe  une  ou  plusieurs  relations  entre  les 
fonctions  ^ ,  ...,/},('). 

198.   Supposons  maintenant  que  le  jacobien  soit  nul,  seulement 
dans  le  voisinage  de  certains  points. 


(')  Rappelons  la  démonstration  de  ce  lliéorème. 

On  sait  que,  si  le  jacobien  est  nul,  on  peut  déterminer/?  fonctions  Y,,  ...,  V^ 
des  variables  )\,  ■■-,  y„  non  nulles  simultanément,  telles  que  Ton  ait 

Multiplions  ces  relations  respectivement  par  c/j:,,  ...,  dxy,  en  les  ajoutant,  il 
vient 

(5)  Y,  fte,-H...-t- Yj,rf^j,  =  o. 

Dès  lors,  il  }■  a  une  relation  enirc  a:,,  ...,  x^,;  car,  si  ces  fonctions  étaient 
indépendantes,  on  pourrait  les  prendre  comme  variables  arbitraires  à  la  place 
de  y,,  ....  y  ;  par  suite,  leurs  diirérenlielles  totales  dx^,  ....  dx^  seraient  arbi- 
traires, indépendantes  entre  elles,  et  indépendantes  des  valeurs  de  ^,,  ...,  y^,, 
Xi,  ...,  X ,,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  relation  (5). 

La  réciproque  est  vraie  :  lorsqu'il  existe  entre  p  fonctions  de  p  variables  une 
relation  identique  '■?(/,.  ...,/,)  =  o,  le  jacobien  de  ces  fonctions  est  nul.  On  le 
démontre  en  diiïérentiant  la  relation  a  =  o  successivement  par  rapport  à  chaque 
variable. 

Même  démonstration  pour  ce  théorème  plus  général  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  une  relation  entre 
p  fonctions X;^  de  n  variables  y,{n  > p),  c'est  que  les  dcterniinants  d'ordre  p 
formes  avec  p  colonnes  du  Tableau 

àx^       ôx^  ôx, 

oy,      ày,  ày^ 

soient  nuls  identiquemc/if. 


CHAPITRE    M. 


La  résolution  du  système  (4)  peut  alors  conduire  à  des  fonctions 
multiformes  non  analytiques  au  point  considéré.  Eludions  seu- 
lement, dans  quelques  cas  simples,  les  systèmes  de  solutions  des 
équations 

(nous    supposons   ramenée   à   l'origine   la    solution   commune   à 
étudier). 

Premier  cas.  —  L'autre  dérivée  pcwtielle  n'est  pas  nulle  à 
V  origine. 

L'équation  donnée  F  =  o  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

Si  l'on  regarde  y  comme  la  variable  indépendante,  cette  rela- 
tion définit  une  fonction  x  régulière  à  l'origine  (p.  3),  qui  a  pour 
développement 

Quelques-uns  des  coefficients  ao,  as,  ...  peuvent  être  nuls; 
soit  rj.p  le  premier  coefficient  différent  de  zéro.  Posons  x  =  x'^,  ce 
qui  donne 

^'  =  y  v^2/. -+-  ^P+i JK -^ .  •  •  =  y'Ksf^p  +  Sij-^----). 

puisque  chaque  détermination  du  radical  est  régulière  à  l'origine. 
Inversement  (p.  'j),  y  est  une  fonction  holomorphe  de  ^'et  l'on  a 

1  2 

a-'  +  Y2  a7'2  H-  .  .  .  =   --^  X^  -1-  79  iP''  -i-  .  .  .  . 


y     p, —     ■  li -    .  .  ■  ■     I, 

\/a.p  ^«p 

La  fonction  y  a  p  valeurs  qui  se  permutent  autour  l'origine. 

Second  cas.  —  A  V origine,  ¥'^  est  nul;  F^;,  F!|;,  V^^ —  4F^=-F!|.2 
sont  différents  de  zéro. 

La  relation  F  ::=  o  peut  alors  être  mise  sous  la  forme 

{y  ~  y.x)  {y  ~  '^x)  -^  ':^z{x,  y)  -Jn  o.,{x,  y)  ^ .  .  .  =  o         (x^P), 

cp3,  '^i,  ...  étant  des  polynômes  homogènes  dont  le  degré  est  égal 
à  l'indice.  Faisons  la  transformation  y  ^x(,3+j',).  Par  la  sup- 
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pression  du  facteur  x-,  récjuation  devient 

yi{'^  —  ^^yx)^x^{x,y^)  =  o. 

Aux  deux  valeurs  de  j^  qui  s'annulaient  avec  x  correspondent 
deux  valeurs  de  y,  différentes  entre  elles.  On  peut  donc  les 
développer  suivant  les  puissances  de  x\  celle  qui  n'est  pas  nulle  a 

pour  expression 

7i=  a— ^  -^-alT-4-a2a:2-f-..., 

et,  par  suite,  on  a 

j'  =  aa;  -t-  i.\x''--\-  t^x^^ . . .  —  ^£(x). 

En  permutant  les  rôles  de  a  et  de  p,  on  obtient  de  même  pour 
l'autre  racine  y  qui  s'annule  avec  x  une  expression  de  la  forme 

Ainsi  les  deux  racines  j^  qui  tendent  vers  zéro  avec  x  sont  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Pour  démontrer  que  l'équation  F  =  o  n'a  pas  d'autre  racine 
tendant  vers  zéro  avec  x,  remplaçons  y  par  ^^{x)  +jKt-  La  fonc- 
tion F  renfermera  le  facteur  j^,  ;  d'où,  en  revenant  aux  variables  x 

ely,  on  a 

¥(x,y)=lr-^J!{x)]Fx(x,y). 

La  transformation  j-  =  ^{x)  +  j'o  montre  que  l'un  de  ces  fac- 
teurs doit  s'annuler  avec  y-^  '.  c'est  le  facteur  F, .  D'où,  finalement, 

F{x,  y)  =  [y  -  ^^ix)]  [y  -  '^{x)]  F,(r,  y), 

Fo  représentant  une  fonction  holomorphe  dont  le  développement 
commence  par  Vunité  (  '  ). 

On  pourrait  poursuivre  le  parallèle  entre  les  fonctions  algé- 
briques et  les  fonctions  définies  par  des  relations  boloiiiorplics  (-). 


(')  Dans  le  cas  général,  les  racines  mullipies  y,  qui  correspondcnl  à  une 
valeur  finie  x^  de  x,  ou  bien  sont  holomorphes,  ou  bien  appartiennent  à  ilcs 
systèmes  circulaires  de  racines  s'échangeant  autour  du  point  x„,  systèmes  ijui 
peuvent  être  en  nombre  infini. 

(-)  L'analogie  cesse  lorsque  x  on  y  devient  infini.  Kn  un  p<jint  x,  auquel  cor- 
respond une  valeur  infinie  y^  la  substitution  {y,  y~^)  transforme  la  fonc- 
tion V{x,y)  en  une  fonction  qui  n'est  pas  bolomorplie  dans  le  voisinage 
Aq  y  =  ().  Même  conclusion  lorscju'on  ramène  à  l'origine  le  point  x  —  x. 
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§  II.  —  Équations  différentielles. 

199.   Considérons  un  système  dilTérenliel  du  premier  ordre  que 
nous  supposerons  mis  sous  la  forme  canonique  (') 

(E)  ^=//(^,JKi,  •■•,J-")         il  =  f,...,n), 

les  coefficients  différentiels  fi  satisfaisant  à  certaines  conditions. 
Un  problème  fondamental  consiste  à  rechercher  s'il  existe  un 
système  d'intégrales  j^ij  •••>  J'/n  ^^  ^^  système  unique,  vérifiant 
certaines  conditions  et  prenant  des  valeurs  arbitraires  Z>,,  ...,  b,i 
en  un  point  arbitraire  a.  Dans  de  nombreuses  Notes  insérées  aux 
Comptes  rendus,  surtout  entre  i84o  et  1846,  Cauchy  en  a  donné 
diverses  solutions;  on  peut  ranger  les  plus  importantes  sous  les 
lilres  suivants  : 

Méthode  du  Calcul  des  limites  ou  de  Cauchy -Weierstrass  {^). 
Méthode  des  quadratures  ou  de  Cauchy-Lipschilz  (^). 


(  '  )  Une  des  méthodes  classiques  d'élimination,  par  exemple  celle  de  Sylvester, 
ramène  le  sjstème  le  plus  général  de  deux  équations  différentielles  du  premier 
ordre 

où  F,  et  Fj  sont  des  polynômes  en  y'\  et  y'^,  à  la  forme 

où  tp,  est  un  polynôme  en  y'^^  et  cp,  est  fractionnaire  en  y'^  :  ce  nouveau  système 
peut  être  considéré  comme  le  plus  général  (résultats  analogues  pour  n  équa- 
tions). Pour  ramener  le  système  (cp)  à  la  forme  (E),  il  reste  à  examiner  dans 
quels  cas  l'équation  9,  =  o  peut  être  résolue  par  rapport  k  y'^  (p.  3,  10,  etc.). 

(2)  Le  Mémoire  de  Cauchy,  avons-nous  dit,  fut  lithographie  en  i835;  le  manu- 
scrit de  Weierstrass,  daté  de  1842,  fut  publié  en  i8g4  {Œuvres,  t.  I,  p.  7.5). 

(')  Dans  cette  méthode,  on  regarde  les  équations  différentielles  comme  limites 
d'équations  aux  différences.  Enseignée  par  Cauchy  dès  1820  {cf.  Cauchy,  Exer- 
cices d'Analyse,  t.  I,  p.  827,  édit.  de  iB^o.  —  Moigno,  Leçons  sur  le  Calcul  dif- 
férentiel et  intégral  d'après  Cauchy,  t.  II,  Leçons  26,  27,  28,  33.  —  Coriolis, 
J.  M.,  1887,  p.  23o),  elle  a  été  retrouvée  par  M.  Lipschitz  (Z>.  D.,  1876,  p.  i49). 

Son  emploi  n'exige  pas  que  les  /;  soient  définies  pour  les  valeurs  complexes 
des  variables.  Pour  qu'elle  soit  applicable  (variables  réelles)  dans  le  voisinage 
de  conditions  initiales  (a,  6,,  . . .,  6„),  il  suffit  <]ue  dans  ce  voisinage  les /j- et 
leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  aux  y  soient  uniformes 
et  continues  (Cauchy);  ou  même  que  les  /■  soient  uniformes  et  continues,  et 
qu'elles  satisfassent  pour  deux  systèmes  quelconques  de  points  {Xjy^,  ••■,y„)i 
(X,  T),,  . . .,  T,„)  du  domaine  D  défini  par  les  inégalités  \  x  —  a  |  <  r,  |  y^ —  ^,  I  ^  P 
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Méthode  des  approximations  successives  ou  de  Picard  ('). 

La  première  exige  que  les  coefficients  //  soient  analylifjues 
(variables  complexes)  dans  un  certain  domaine,  et  holomorplies 
dans  le  voisinage  des  valeurs  initiales  («,  6) ,  . . . ,  b,i)  :  c'est  celle 
que  nous  allons  exposer. 

Commençons  par  le  cas  d'une  seule  équation  ;  nous  la  pren- 

aux  conditions  dites  de  Lipschitz 

l/,(^,rp  •••ir,.)— /(^.-oi,  •••.•r,,.)  !</'•,  Ir,--f.,  I  +...  +  A-,,  |_x„-t,j, 

les  A'  désignant  des  constantes  numériques  positives  (on  sait  du  reste  que  dans 

plusieurs  questions,  autres  que  ces  questions  d'existence,  on  peut  raisonner  sur 

les  fonctions  lipschitziennes  comme  sur  les  fonctions  dérivables.  Cf.  Lebesgue, 

C.  R.,  jgoS,  i''  semestre,  p.  660)  ou  même  que  des  conditions  plus  larges  encore 

soient  satisfaites  {cf.  Painlevé,  Encyklopàdie  der  M.  W.,  t.  II,,  p.  197). 

Quand    les   conditions   de   Lipschitz    sont   vérifiées,    le   système    de   solutions 

trouvées    (système    qui    est    unique)    satisfait    au    système    (E)    dans    l'inter- 

0 
valle   ( — l -\- a,  a-hl),   l  désignant  le  plus  petit  des  nombres  /•,    '  >    et  N  le 

module  maximum  des  /,  dans  D  (Cauchy);  et  même  dans  tout  l'intervalle  où 
les  intégrales  y^,  ■  ■  -,  y„  sont  continues  et  définissent  une  courbe  (à  une  dimen- 
sion dans  l'espace  à  « -i- r  dimensions)  qui  ne  passe  par  aucun  point  où  le  sys- 
tème (E)  cesserait  de  satisfaire  aux  conditions  de  Lipschitz  :  en  dehors  de  cet 
intervalle,  la  solution  ne  peut  être  prolongée  d'une  façon  continue  ou  peut  l'être 
de  plusieurs  manières  (Painlevé).  De  là  celte  propriété  caractéristique  de  la 
méthode  de  Cauchy-Lipschitz  :  tes  intégrales  obtenues  vérifient  l'équation 
dans  tout  l'intervalle  où  elles  sont  continues  et  définies  sans  ambiguïté  par 
les  conditions  initiales.  (  Cf.  Picard,  C.  /?.,  1899,  1"  semestre,  p.  i363.  — 
Painlevé,  même  Tome,  p.  i5o.5  et  B.  S.  M.,  1899,  P-  '^'-  —  LindelOf,  J.  M.,  1900, 
p.  423.) 

M.  Picard  a  étendu  la  métiiode  aux  variables  complexes.  Quand  les  coef- 
ficients /;  sont  holomorphes  au  point  (a,  6,,  ...,6„),  elle  donne  des  inléj;rales 
dont  le  rayon  de  convergence  surpasse  celui  des  solutions  obtenues  par  le  Calcul 
des  limites  (voir  in/ra).  Aussi  ce  procédé  est-il  particulièrement  avantageux 
pour  l'étude  quantitative  des  fonctions  définies  par  des  équations  dilTérentielles, 
c'est-à-dire  pour  leur  évaluation  numérique  (cf.  Picaud,  B.  D.,  1888,  p.  i4''^; 
Analyse,  t.  II,  p.  592  et  309). 

C)  M.  Picard  l'a  appliquée  aux  systèmes  dirTérenliels  ordinaires  (J.  M.,  i8<jo, 
p.  197;  cf.  aussi  LiNDELoF,  /.  M.,  189'),  p.  117)  et  surtout  aux  é<|iiations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  [J.  M.,  1890-1900;  J.  E.  P.,  1890;  Théorie 
des  surfaces  de  M.  Dauboux,  t.  IV,  Note  I),  soit  pour  établir  des  théorèmes 
d'existence,  soit  pour  la  recherche  eiïective  des  solutions  avec  certaines  condi- 
tions aux  limites,  en  faisant  le  minimum  d'hypothèses  sur  les  données.  A  sa 
suite,  de  nombreux  géomètres  en  ont  tiré  parti.  Cf.  Delassus,  A.  E.  N.,  189.),  S. 
—  Le  Roux,  /.  M.,  1898,  p.  368.  —  d'Adhé.mau,  B.  S.  M.,  1901,  p.  19»';  C.  7?.,  ujoa, 
1"  semestre,  p.  4o7-  —  Coulon,  Thèse,  1902,  etc. 

Cette  méthode  est  applicable  que  les  éléments  des  équations  données  soient 
des  fonctions  continues  réelles  satisfaisant  à  certaines  condiiions,  ou  des  fonc- 
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drons  sous  la  forme  canonique  (  '  ) 

(.)  S=/(-.-^)- 

et  nous  supposerons  que  son  coefficient  f  est  holomorphc  dans 
deux  cercles  (G,  F)  ayant  respectivement  pour  centres  a  et  b, 
pour  rayons  /'  et  p  (et  sur  leurs  circonférences). 

200.  Théorème.  —  //  existe  une  fonction  y ,  holomorphe  dans 
un  cercle  Cq  concentrique  au  cercle  C,  qui  prend  en  a  la 
valeur  b  et  satisfait  à  V intérieur  de  Cq  à  V équation  différen- 
tielle considérée  (-).  Cette  intégrale  est  unique  (•''). 


lions  analytiques  (variables  complexes).  Les  séries  obtenues  convergent  rapide- 
ment, mais  on  ne  sait  pas  encore  fixer  leur  intervalle  exact  de  convergence. 
Pour  les  équations  différentielles  ordinaires,  la  convergence  a  au  moins  lieu  dans 
l'intervalle  ( — l  -\-  a,  a  +  l)  de  la  note  précédente  (Picard),  et  même  dans  un 
intervalle  en  général  plus  grand  (Lindelôf),  sans  néanmoins  s'étendre  à  tout  le 
champ  de  continuité  des  intégrales. 

Dans  le  cas  des  équations  linéaires,  cette  méthode  coïncide  avec  une  méthode 
d'approximation  de  Cauchy  {Œuvres,  i"  série,  t.  V,  p.  Sgi;  voir  aussi  p.  249; 
et  MoiGNo,  Leçons.,  etc.,  t.  II,  p.  702).  Cf.  C.  R.,  1899,  i"  semestre,  p.  i365. 

Aux  trois  méthodes  citées  dans  le  texte,  on  peut  ajouter  la  méthode  de 
variation  des  constantes  (Cauchy,  C.  R.,  1S40,  1"  semestre,  p.  i,  629,  -3o; 
1842,  I"  semestre,  p.  101,  i4i,  188.  —  Poincaré,  A.  M.,  t.  XIII;  Méthodes  de  ta 
Mécanique  céleste,  t.  I). 

(')  En  général,  dans  les  équations  ¥{x,y,y')^=o  que  l'on  rencontre  en 
Analyse,  F  est  un  polynôme  de  degré  n  en  y'.,  est  rationnel  en  y,  est  analytique 
en  X  :  ces  équations  sont  diies  du  premier  ordre  et  du  n'*"'"^  degré. 

Soit  y' =  c  une  racine  de  l'équation  F {a,b, y')  —  o.  Le  théorème  des  fonc- 
tions implicites  permet  de  concevoir  la  réduction  de  Téqualion  F  =  o  à  la 
forme  (i),  pourvu  que  la  dérivée  partielle  de  F  par  rapport  à  y'  ne  soit  pas 
nulle  au  point  {a.,b,  c)  (p.  3  ). 

Pour  le  cas  général,  cf.  Forsyth,  Differential  équations,  t.  II,  p.  223. 

(-)  Depuis  Cauchy,  ces  conditions  aux  limites  sont  devenues  classiques,  lors- 
qu'il s'agit  de  solutions  analytiques  d'équations  à  éléments  analytiques  :  après 
quelques  hésitations  sur  la  définition  d'intégrale  générale,  aujourd'hui  on  regarde 
comme  telle  celle  que  l'on  peut  ramener  aux  conditions  de  Caucliy. 

On  pourrait  la  définir  par  des  hj'pothèses  tout  autres  :  même  les  types  des 
théorèmes  d'existence  sont  en  nombre  infini  (n°  210). 

(^)  La  série  'X*(vC)  qui  représente  cette  intégrale  est  Vêlement  générateur  d'une 
fonction  analytique,  bie'n  définie  sur  toute  ligne  L  issue  du  point  initial  a  et  ne 
traversant  aucune  singularité  de  la  fonction. 

Cette  fonction  analytique  satisfait  dans  tout  son  domaine  d'existence  à 
l 'équation  dijfférentielle. 

Ln  effet,  prenons  sur  une  de  ces  lignes  L  un  poini  ,r,  à  l'intérieur  du  cercle  de 
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Pour  rétablir,  ramenons  à  lorlginc  le  j)oint  («,  b)  et  écrivnns 
l'équation  donnée  sous  la  forme 

(u       ^  =f^-r,y)  =  «oo-H«io-r-^«otr— •••-+-«/^^'y'  — •••  ; 

nous  avons  à  démontrer  qu'elle  admet  pour  iiilégrale  une  série 
entière  convergente 

(a)  y  =  oiix  -^...^7.i,xi>^..  .■=^${r)         (3:0=0). 

D'abord,  on  peut  déterminer  les  coefficients  d'une  sérir  du 
Ivpe  (a)  de  manière  qu'elle  satisfasse  formellement  à  l'équa- 
tion (i)  :  il  suffit  d'écrire   l'identité 


^'(x)  =  aoo-7-  «10^  -^  «ot  ^-?(^)  -7-. .  .-i-  ciikx^^îyx)   -;-..., 

qui  donne  (I'"  Partie,  p.  224),  en  opérant  comme  si  la  série  (a) 
était  convergente 

ai  =  «ou» 
'^a,  =  «10-4- «oia,, 

(^)  '    •.  ^  .  .0 

Da3=  aoia2-4- rt.>o-r- a,,a,-f- «oî^i, 


D'une  manière  générale,  chaque  coefficient  v.p  est  une  fonction 
entière  à  coefficients  positifs  de  coefficients  précédemment  cal- 
culés a,,  ....  y.p_i  et  des  coefficients  donnés  ciik{i  -{-  le  <ip)  (de 
plus,  il  a  une  valeur  déterminée;  par  suite,  la  solution,  si  elle 
existe,  est  unique). 

Tout  est  donc  ramené  à  établir  la  convergence  de  la  série  (//j. 
Pour  y  parvenir,    transformons   l'équation    (i)   en   remplaçant  y 


convergence  C,  de  9i*(a;);  soit  y,  la  valeur  de  y?(j7,).  A  la  série  ^^{x)  on  peut 
substituer  une  série  ^X\(j;  —  j;,  ),  ordonnée  suivant  les  puissances  de  .r  —  x^, 
convergente  dans  un  cercle  C,,  série  qui  coïncide  avec  la  série  ^.'(j;)  dnns  la 
région  commune  aux  cercles  C,  et  C,,  et,  par  suite,  satisfait  dans  cette  ri-:;ion  a 
l'équation  difFérenliclle  (I"  Partie,  p.  212). 

Or,  il  existe,  en  vertu  du  théorème  dont  nous  nous  occupons,  une  série; 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  {x  —  a;,)  qui  prend  en  x^  la  valeur  j',  et 
qui  satisfait  à  l'équation  din'crcntielle  dans  tout  son  domaine  de  converpencc; 
de  plus,  cette  série  est  unique.  Elle  n'est  donc  autre  que  la  série  <j?,  qui  est  une 
série  de  puissances  satisfaisant,  dans  le  voisinage  de  x,,  à  ces  conditions  (I"  Partie, 
p.  l'ji  et  2f)i).  Donc,  la  série 'jf,  vérifie  l'équation  dans  le  cercle  C,  tout  entier. 

Va  ainsi  de  proche  en  proche,  par  une  chaîne  de  séries,  on  arrivera  à  altrindrr* 
tout  point  du  domaine  d'existence  de  la  fonction  analytique. 

r.  -  II.  3 
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par   \    et   en    siihsLiluant    à    la    série  /   la    fonction    majorante 
{["^  Partie,   p.  21  G) 


[M  désigne  la  limite  supérieure  du  module  des  termes  de  la  série/" 
dans  le  domaine  fermé  (C,  I)];  prouvons  ensuite  que  l  équation 
transformée 

d')     ^^  = — -^~  =  boû-i- biox  —  boi\ -r-...  (bi//-\ai/,\) 

dx         l         X  \  I  \ 


est  satisfaite  par  une  série  entière  convergente 

majorante  vis-à-vis  de  (a). 

D'abord,  si  l'on  détermine  la  série  (3)  de  manière  qu'elle  salis- 
ïdiS-ie  formellement  à  l'équation  (i'),  cette  série  (j^)  est  majo- 
rante. En  effet,  les  équations  qui  fournissent,  par  identification, 
les  coefficients  [jy,  ne  sont  autres  (|ue  les  relations  (2)  où  l'on 
aurait  remplacé  les  a  et  les  a  par  les  b  et  les  |j  avant  les  mêmes 
indices.  Dès  lors,  la  remarque  faite  sur  la  forme  de  ces  rela- 
tions permet  de  déduire  des  inégalités  bih^\aiii\  les  inégalités  à 
établir  Ti^^  |  y.p  |. 

De  plus,  la  série  (^)  est  convergente,  comme  va  le  montrer 
une  intégration  directe.  On  a,  en  elFet, 

i — -  =  M ;         ^ =  _  ;\i  /■  lopr  (  [ -h  c. 

V  p  /  dx  X  -2  0  \  r  I 

V 

Choisissons  comme  détermination  du  logarithme  celle  qui  s'an- 
nule à  l'origine;  dans  ces  conditions,  la  constante  d'intégration  c 
sera  nulle,  puisque  Y  doit  s'annuler  avec  x.  On  aura  donc 


(  nous  prendrons  comme  détermination  du  radical  celle  qui,  à  l'ori- 
gine, a  la  valeur  +  1). 

Le  logarithme  est  holomorphc  à  l'intérieur  du  cercle  C;  aussi 
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cette  solution  \  de  l'équation  (i')  est  holoniorphe  à  Tintéricur 
d'un  cercle  Co  dont  le  rayon  /q  est  fourni  par  les  égalités  équiva- 
lentes 

1+^ — ^log(i— —  )  =  o,  r^,=  r\i  —  e~^^j. 

?  \  '■  / 

Tel  est  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (|j);  celui  de  la 
série  (a)  lui  est  au  moins  ('gnl  :  celle  série  intégrale  (a)  converge 
certainement  dans  le  cercle  Go  ('  ). 


(')  Celle  faron  de  présealer  le  Calcul  des  limites  csl  due  à  Wcicrslrass 
{Œuvres,  l.  I,  p.  -Ji)  et  à  M.  iSIéray  {cf.  aussi  :  Kœnmgsbkrger,  J.  de  C relie, 
t.  104,  p.  174  et  Lehrbuch  der  Théorie  der  Differentialgleichungen.  K.  J,  S.  3)  : 
au  poinl  de  vue  didactique,  elle  est  préférable  à  celle  de  Caucli}-,  même  perfec- 
tionnée par  Briol  cl  Bouquet  (/.  E.  P.,  iSôfi,  X.V\VI°  Cahier).  Dans  cette  der- 
nière méthode,  les  coefficients  de  la  série  intégrale  (a)  sont  tirés  directement  de 
l'équation  donnée  sans  recourir  au  développement  en  série  de  la  fonction  holo- 
morplie/;  de  plus,  dans  la  formation  des  séries  majorantes  qui  servent  à  prouver 
la  convergence,  on  remplace  les  considérations  tirées  de  la  théorie  des  séries 
multiples  {V"  Partie,  p.  216)  par  des  propositions  relatives  aux  intégrales  ima- 
ginaires {Y'"  Partie,  p.  2t)-;). 

iMettons  brièvement  ce  second  procédé  en  regard  du  premier. 

L'équation  (i)  permet  de  calculer  de  proche  en  proche,  pour  a;  =:  o,  les  dérivées 

successives  de  toute  intégrale  de  celle  équation,  nulle  à  l'origine.  Car  sa  dérivée 

première  prend  à  l'origine  la  valeur   /"(o,  o);  celle  dérivée  première  connue,  la 

relation 

d--r       f)f        ôf  dv         ,.,... 

-7-^  —  -T \ — '—  —,~  (on  1  (III  tait  X  =  V  =  o), 

dx-        ôx       <)y  dx 

fournit  la  dérivée  seconde;  cl  ainsi  de  suite. 

D'autre  part,  si  ré(juation  a  une  intégrale  y  holomoi-phe  à  l'urigine  et  niillr 
en  ce  poinl,  on  a,  dans  le  voisinage  de  .r  =  o. 

Celle  série  (a),  si  elle  converge,  véritie  l'équation  (i),  puisque  les  fondions  -^ 

cl  f{x,  y),  où  y  a  reçu  la  valeur  (a),  sont  deux  fonctions  holoinorphcs  de  x, 
égales  à  l'origine  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées. 

Pour  montrer  sa  convergence,  désignons  par  N  le  module  maximum  dc/(,r,  )') 
dans  le  champ  double  (C,  T),  frontière  comprise,  et  remplaçons  comme  toujours 
la  fonction /(x',  J' )  par  une  fonction  majorante  (I'°  Partie,  p.  jqS  ) 


i'(^,r) 


(elle   csl   moins  avantageuse   que  celle  empluyée  dan--   le    texte).   L'inli'gratiun 
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Toute  solution,  holomorphe  au  point  «,  qui  correspond  aux 
conditions  initiales  (a,  b)  coïncide  évidemment  avec  la  solution  de 
Cauclîj.  Nous  verrons  bientôt  qu'il  ne  saurait  y  avoir  d'autre  solu- 
tion analytique,  qui  soit  holomorphe  au  voisinage  o  de  a,  mais 

dir(;ctc  faite  dans  le  texte  montre  que  l'équation  auxiliaire 
cl\  N 


dx        /         •^'  \  /         ^ 


j) 


délluit  une  fonction  nulle  à   rorigine  et  lioloinorphe  dans  un  eerele  C^,  de  ravon 

lieprésenlons  son  développement  par 

Les  coefficients  y  ,  sommes  de  termes  tous  positifs,  sont  positifs  :  ils  ne  sont 
jamais  inférieurs  aux  modules  des  coefficients  correspondants  de  la  série  (a), 
comme  le  montre  la  comparaison  terme  par  terme  des  éléments  des  sommes  7.  .•^  ; 
on  a,  en  effet, 

»-(g).=  (g).-(|)/^--.. 


et.  en  i;énéral. 


ox'i  ôy  lo"^  \  dx-i  oyJà 


La  série  (y)  est  donc  majorante  relativement  à  (a),  cl,  par  suite,  sa  conver- 
gence dans  le  cercle  Cj  entraine  a  fortiori  la  convergence  de  la  série  (a)  dans 
le  même  cercle. 

Ainsi,  par  celte  métliode  de  Briol  et  Bouquet,  la  convergence  est  certaine  dans 
le  cercle  de  rayon  /•[,.  M.  Picard  a  montré  que,  dans  le  cas  où  le  coefficient  y  esl 
analytique  (variables  complexes),  la  méthode  de  Caucliy-Lipschitz  assure  la 
convergence  dans  un  cercle  de  rayon  l,  l  étant  au  moins  égal  au  plus  petit  des 

nombres  /•  et  :^-  On  voit  aisément  que  l  surpasse  7  „. 

En  remplaranl  les  inégalités  du  n°  181,  sur  lesquelles  toute  la  démonstration 
repose,  par  d'autres  plus  avantageuses,  ^l.  St;cckel  a  obtenu  un  rayon  de  conver- 
gence ri 

r:=rL-c~'^'^)>r'„ 
où  \|  représente  un  nombre  plu-;  pclit  que  \  (C.  />..  iS(|S!.  r-^  semestie,  p.  no3). 
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non  au  point  a  lui-même,  et  qui  lende  vers  b  quand  ./•  tend  \crs« 
en  restant  à  Tintcrieur  de  o  (n"'  202). 

201.  Revenons  à  un  systrme  difTt'renticI  du  premier  ordre  à 
ti  variables,  l^i-enons-le  sous  la  l'orme  (E)  et  supposons  que  les 
coefficients  différentiels  /}  soient  holomorphes  dans  un  champ 
multiple  (C,  r,),  formé  par  /? -f- i  cercles  avant  pour  centres  les 
points  a  et  bi  (frontières  comprises). 

THÉORhiMK.  —  Les  équations  données  admettent  un  système 
dHntégrales ,  Jiolomorphes  dans  un  cercle  concentrique  au 
cercle  C,  et  prenant  en  a  les  valeurs  l>i  :  ce  système  est 
unique. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  n'y  a  qu'à  raisonner  comme  ci- 
dessus.  Ramenons  à  l'origine  les  valeurs  initiales  (r/,  bi)  et.  pour 
abréger,  opérons  sur  les  trois  équations 


da 

dz_ 
dx 


dx 


y,  -,  ")  =^cguii,  xffyi'ziu'' 
Première  partie.  —  Admettons  l'existence  d'intégrales  du  type 

:>' =  2  °''"'''''      ^  =  2^'"^'"'       "  =  2*'''''^^' 

En  en  calculant  les  coefficients  par  identification,  on  voit  (pie 
les  a,  ,3,  V  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  positifs  des 
paramètres  «,  6,  c  donnés  et  de  coefficients  a,  jj,  y  t'éjà  calculés. 
Aussi,  pour  établir  la  convergence  de  ces  trois  séries,  il  suffit  de 
remplacer  les  fonctions  /',  cp,  -L  chacune  par  la  fonction  majorante 

M 


(où  /•  désigne  le  rayon  du  cercle  C,  z  le  plus  petit  des  rayoii>  (l<^ 
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trois  cercles  F  formant  le  champ  quadruple  dans  lequel  les  sériesy, 
cp,  à  convergent,  et  M  le  module  maximum  de  leurs  termes  dans 
ce  champ),  puis  de  prouver  l'existence  de  solutions  liolomorphes 
à  l'origine  pour  le  système 

dY       dZ       ./U  Î\I 


dx        dx        dx         I         X  \ 


En  vertu  des  deux  premières  équations,  les  dififérences  Y  —  Z 
et  Z —  U  sont  constantes;  les  fonctions  Y,  Z,  U  sont  donc  iden- 
tiques, puisque,  par  hypothèse,  elles  s'annulent  avec  a:.  On  a  donc 
à  considérer  l'équation  unique,  directement  intégrable 


d\  M 


dx        /         x\  /         3 V 

p 


f) 


C'est  l'équation  (i')  (p.  i8),  où  Ion  aurait  remplacé  A  par  3V 

et  M  par  3M;  elle  a  donc  une  intégrale  V,  nulle   avec  x,  holo- 

morphe  dans  un  cercle  Co  concentrique  à  G  dont  le  rayon  /-q  a 

/  -^\ 

au  moins  pour  valeur  /'  i  —  e    •'^•'y  (i). 


202.  Seconde  partie.  —  Le  système  de  solutions  Jiolomoj-pJies, 
qui  répond  aux  conditions  initiales  données,  est  unique,  puisque 
l'identification  conduit  à  des  valeurs  déterminées  pour  les  coeffi- 
cients des  séries  intégrales.  Mais  n'j  a-l-il  pas  d^autres  systèmes 
de  solutions,  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  initiales? 

Pour  traiter  cette  question,  reprenons  le  système  (E)  et  les  con- 
ditions iniliales(rt,  />!,  ...,  b,i). 

(')   Dans  le  cas  de  n  fonctions  _>',,  on  a  avec  la  fonction  majorante  du  texte 

/ ? 

,        r  ■  ^'  -, 

l,a  lonction  maioiantc ; r rr — •  aurait  tlonne 


V) 


,•,  =  ,\,_e     "'  +  i'>l'- 
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Théorème  (').  —  Le  système  (E)  n'a  pas  de  système  de  solu- 
tions analytiques  y,  (x),  .  .  . ,  J'«(^'),  holomorphes  dans  un  do- 
maine attenant  au  point  a^  mais  non  au  point  a  lui-même 
(ou  encore  holomorphes  sur  un  chemin  L  aboutissant  en  a^  sauf 
en  a),  et  telles  que  ces  solutions  tendent  vers  ^i ,  . . . ,  ù,,  qi/a/nl 
X  tend  vers  a  sur  L. 

Précisons  bien  l'énoncé  du  théorème.  En  modifiant  s'il  en  est 
besoin  le  chemin  L,  on  peut  le  supposer  reclifiable  :  soit  s  son  arc 
compté  à  partir  d'un  point  ^,,  de  jc,  vers  a;  s  croît  quand  x  va 
de  O'i  vers  a  et  il  tend  vers  une  limite  t,  finie  ou  infinie,  quand  x 
tend  vers  a.  On  con\iendra  de  dire  que  x  tend  vers  a  sur  J^  (-), 
si  l'on  peut  assigner  à  s  une  valeur  .s'  assez  grande  pour  qu'à  partir 
du  point  x'  correspondant,  la  dislance  rectiligne  xa  reste  inCé- 
rieure  à  tout  nombre  donné  ( '). 

Cela  posé,  considérons  un  point  (j^-o,  j)'")  voisin  du  point  («,  ^/), 
et  le  système  d'intégrales 

(4)  yi{^)  =  '^ii3',  xo,y\,  ...,yl)        (i  =  I,  ..., /i). 

relatif  aux   conditions   initiales  (jTo,  j)'*'),  fourni  par  le  théorème 


(')  II  sert  de  fondement  praliquc  aux  applications  des  équalions  difTireii- 
tielles  :  là,  en  eiïet,  il  iinporlc,  après  avoir  trouvé  une  solution  d'un  projjlinie, 
de  savoir  s'il  y  en  a  d'antres. 

Briot  et  Bouquet  l'ont  prouvé  dans  l'hypotiièse  où  le  chemin  L,  dont  nous 
allons  parler,  a  une  longueur  finie  (/.  E.  P.,  XXXVI'  Cahier,  p.  i!\\  ).  Son  énoncé 
a  été  précisé  par  M.  Picard,  qui  l'a  établi  en  supposant  démontré  le  théorème  de 
l'existence  des  fonctions  implicites  et  de  l'existence  des  intégrales  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  {Analyse,  t.  II,  p.  3i4).  La  démons- 
tration de  .M.  Painlevé,  que  nous  donnons  ici,  est  directe  {Leçons  de  StoclJiolin, 
p.  19  et  Sgô;  B.  S.  M.,  1900,  p.  191). 

(')  Si  le  chemin  L  a  une  longueur  finie,  cette  phrase  n'a  qu'un  sens  possible; 
mais  ce  chemin  peut  admettre  le  point  a  (omme  point  asymptute  et  avoir  une 
longueur  cioissant  indéfiniment.  C'est  pour  avoir  considéré  des  chemins  qui 
ne  s'approchent  pas  de  a  au  sens  du  texte  que  Fuchs  {SUzuni^sl).  der  A.  zti 
Berlin,  1S86.  p.  283)  et  M.  Forsylii  {DiJJ'erential  équations,  t.  11,  p.  \\  <l  S..) 
ont  contesté  le  théorème. 

(•')  Ainsi,  à  tout  nombre  positif  t  doit  correspondre  un  point  x'  tel  (ju'ii  partir 
de  ce  point  la  courbe  L  ne  sorte  plus  du  cercle  de  centre  a  et  de  ra_\on  z. 

Par  fonction  v{x)  holomorphe  sur  L  sauf  en  a,  et  tendant  vers  b  ((uand  x 
tend  vers  a  sur  L,  on  entend  une  fonction  telle  qu'à  tout  nombre  positif  t,  on 
puisse  faire  correspondre  un  nombre  z  et,  par  suite,  un  point  x\  de  faron  que 
l'on  ait  I  f  (x)  —  6  I  <  T.,  en  tous  les  points  x  de  L  à  partir  d--   /  '. 
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de  Cauclij.  Ces  intégrales  considérées  comme  fondions  des 
n -|- 2  variables  {x,  Xo,jl'",  •••O'/!)  ^ont  des  fonctions  analy- 
tiques, holomorphes  au  point  [a,  a^  bf,  . . . ,  b,i)  (  '  ). 

Si  l'on  suppose  le  point  (xq,  x,  j'i,  . . .  ,  y,i)  voisin  lui  aussi 
de  (a,  rt,  6,,  .  .  .  ,  b,i),  on  peut  permuter  les  valeurs  (^o^X^i) 
et  (XjjKi):  et  dès  lors  regarder  comme  système  de  solutions  des 
équations   (E)   (et  comme  système   unicpie  répondant  à  ces  nou- 


(')  Ce  lemme  est  une  conséquence  du  tliéorènie  de  Caiicliy. 

En  eiïet,  les  intégrales  considérées  <fi{x,  x,,,  y",  •■•j^'l'j  sont  des  fonctions 
aaalyti(]ues  de  J7,  holomorphes  au  pointa;,,;  de  plus,  elles  convergent  absolument, 
pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  x^^  et  j'f  intérieurs  à  un  certain  domaine, 
en  tous  les  points  x  du  domaine  \x  —  a:„  |  <  5,  S  désignant  un  nombre  positif 
déterminé. 

Soit  o'  un  nombre  positif  inférieur  à  3;  lorsque  les  points  a:,,  et  y"  restent 
dans  un  certain  domaine,  les  modules  des  fonctions  cp,  ont  une  limite  supérieure  N 
dans  le  domaine  \x  — x„  |  <  o'.  Si  l'on  désigne  par  ip-.^  la  fonction  holomorphe  qui 
représente  le  coelTicient  de  {x  —  x^)'  dans  »,,  on  a  (I"  Partie,  p.  ■.Î97  ) 


? ,v i^o,  yi,  •  •  -  ri  )  ( "P  —  -z",,  )■'  I  <  ^' 


X  —  X,, 


Par  suite,    si   l'on  enlève  à  la   série  o.  ses  m  premiers  termes,  la  somme  des 
modules  des  termes  restants  n'atteindra  pas 


y  N 


X  —  ^,1  1' 


N 

X 

— 

x„    '" 

0 

X 

—  x„ 

0 

et  elle  deviendra  inférieure  à  tout  nombre  donné  e  pour  ni  suffisamment  grand 
(s  est  indépendant  des  valeurs  particulières  x,  x„,  y",  ...,•>'"  dans  le  domaine 
considéré).  Donc,  pour  ces  valeurs,  les  séries  »,  convergent  non  seulement  abso- 
lument, mais  aussi  uniformément  :  dos  lors,  ce  sont  des  fonctions  analytiques 
uniformes  des  n  +  2  variables  (x,  ^j,  ,>'"),  à  l'intérieur  de  cercles  dont  les  rayons 
restent  supérieurs  à  une  limite  fixe  (P"  Partie,  p.  219).  Il  suffit  de  prendre 

\x  —  a\,     \x„—a\,     lyf—f^J 

assez  pctils,  pour  qu'elles  soient  holomorphes  au  point  {a,  a,  ù-).  Cf.  ^^'I■:IEIl- 
STUASS,  Œui'ies,  t.  I,  p.  80. 

Voici  du  reste  comment  procéder  pour  fixer  les  domaines  dont  nous  venons  de 
parler.  Pour  simplifier,  faisons  ti  —  i,  et  raisonnons  sur  l'intégrale  'i{x,  a;„,  y„) 
de  l'équation  y'  =  f{x, y)  qui  correspond  aux  conditions  initiales  (^o)  J'o)- 

1°  Soient  C  et  F  les  cercles  de  centres  (a,  b),  de  rayons  (/■,  p)  dans  lesquels 

J{x,y)  est  holomorphe;  Cj  et  1".^  deux  cercles  concentriques  de  rayons 
ihrr'hon^  (rubdid   une   limite  du   raxoii   de  convergence  de  la  série  intégrale 
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velles  condilions  initiales)  les  inlégrales  premières  de  ces  équa- 
tions définies  par  les  relations 

(5)  y^  =  Oi(Xo,3:,yi,  ...,yn)  (1  =  1,  ...,n). 

C'est  dire  cpie  l'on  résout  par  rapport  aux  r"  les  érpiations  [  \) 
en  permutant  les  lettres  (x,j'()^  (*^oj  J'/*)- 


ordonnée  suivant  les  puissances  de  {x  —  .r^,),  quand  on  suppose  le  point  (^„,  j)'„) 
intérieur  au  champ  (C,,  T,). 
Le  coefficient,/  est  holoniorphe  dans  le  champ  double  formé  par  les  cercles  de 

centres  (^,,  j)„),  de  i-ayons  (  7»  7  )  puisqu'ils  sont  intérieurs  au  champ  (C,  T); 

dans  ce  champ  plus  restreint,  son  module  maximum  ne  dépasse  pas  le  module 
maximum  N  de  /  dans  le  champ  (C,  r).  Donc,  d'après  la  démonstration  de  Briot 
et  Bouquet,  le  rayon  de  convergence  de  la  série  9  est  au  moins  égal  au  nombre/', 
délliii  par  l'égalité 

quelle  que  soit  la  position  de  {x^,,  y^)  dans  (  C,,  F,). 

2°  Regardons  maintenant  '^{x,  x^^y^)  comme  une  fonction  de  trois  variables; 
elle  est  holomorphe,  avons-nous  vu,  dans  le  voisinage  du  point  {x^,  ^o>  J^o)-  Pour 
montrer  que  le  point  (a,  a,  b)  appartient  à  ce  domaine,  rappelons  qu'une  série 
entière  ^^(5),  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  S,  peut  être  remplacée  par 
une  série  de  puissances  y?(;  —  ?„),  qui  converge  au  moins  dans  le  champ 

1  ï„  I  4-  I  ï  -  ?,.  |<  ô, 
et,  par  suite,  aux  points 

(piand  on  suppose 

|Çol<|- 

Dès  lors,  à  la  série  f  (-^j  -^o»  J'o)  convergente  dans  le  champ 

\x  —  x„\<  >\, 

quand  elle  est  ordonnée  suivant  les  puissances  de  (x  —  x^),  on  peut  substituer 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  {x  —  a),  convergente  dans  Icciiamp 

\x  —  a\  <  -  /\,, 
(|uan(l  on  a 

\x,-a\<  ^r,        et        \y,-à\<-?. 

La  convergence  de  la  série  f  conmie  série  mulliple  est  donc  assurée  dans  \r 
cli;iinp  tri[)ie 

\x  —  a\<-r..,         |x„- a|< -^ /•„         b'«— ^1<-P- 
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Ce  lemme  admis,  effectuons  dans  ]es  équations  (E)  le  change- 
ment de  variables  défini  par  les  relations 

(4')  J'/=  ^i{^,  «,Yi,  ...,  Y„), 

d'où  l'on  lire,  d'après  ce  qui  précède, 

(5')  ^i=  Oi{a,x,  yi,  ...,  j„), 

et  voyons  ce  qu'elles  deviennent.  Quand  le  point  (^,j'/)  est  voisin 
de  («,  bi)  les  fonctions  Y^  sont  voisines  des  ^/.  A  la  solution  de 
Cauchj^  du  système  (E)  définie  par  les  conditions  initiales  (^o^yf) 
voisines  de  («,  bi)  correspond  pour  les  Y,-  le  système  de  solutions 

car  en  vertu  des  relations  (5)  et  (4)>  J'/(-^o)  a  comme  expres- 
sions Oi(xo,  x,y,,  .  .  .,j)'„)  et  'f/(:ro,  ^•o.y",  •  •  -,  J°),  ce  qui  dé- 
montre l'identité  de  cp,(rt,  x,yt,... ,  j„)  et  de  'fi{a,  Xo,y%  •  • .  ,JK«), 
et  par  suite  celle  de  Y/(^)  et  de  Yi{3Co).  Le  système  (E)  s'est  donc 
transformé  en  un  système  tel  que  sa  solution  de  Caucliy  se  l'éduise 
à  1/=  Y"  quelles  que  soient  les  conditions  initiales  (.To,  Y")  voi- 
sines de  (a,  bi).  Par  suite,  dans  le  système  transformé,  les  coef- 
ficients différentiels  doivent  être  identiquement  nuls;  ce  système 
sera  donc 

(E)  _=o        (.  =  ,,...,«). 

Par  cette  transformation,  le  tliéorème  est  évident.  En  effet, 
imaginons  un  système  de  solutions  J'i{^)  des  équations  (E  )  holo- 
morphe  sur  un  chemin  L  aboutissant  en  a,  mais  non  holomorphe 
en  a,  et  tel  que  ces  solutions  tendent  vers  les  valeurs  bi  quand  x 
tend  vers  a  par  la  courbe  L.  A  ce  système  correspondra  un  système 
de  solutions  \/(^)  des  équations  (E'),  qui  aura  les  mêmes  pro- 
priétés. Ce  résultat  est  impossible,  puisque  le  système  \i(x)  est 
composé,  en  vertli  des  équations  (E'),  de  fondions  qui  sont  con- 
stantes sur  L  et,  par  suite,  ne  diffèrent  pas  des  solutions  Y/=  bi 
fournies  par  le  théorème  de  Cauchy. 

203.  Comment  étendre  les  résultats  obtenus  jusqu'ici  à  un 
système  d'équations  différentielles  d'ordre  quelconf[ue? 

L'étude  d'un  pareil  système  se  ramène,  au  moyen  de  différcn- 
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tiations  et  d'éliminalions  ('),  à  l'éLude  séparée  de  plusieurs  écnia- 
lions  de  la  forme 


d"  y        j,[  dy  d"-^y 

dx" 


Chacune  d'elles,  à  son  tour,  peut  être  remplacée  par  un  sjb- 
tème  de  n  équations  du  premier  ordre,  en  posant 


dy  _  dui  _  du„-.> 

di~''"        7/J""-'         ••■'        ~d^ 

du„--x 


dx 


■■f(x,y,  lli,  ...,  Ifn-l)- 


C'est  un  système  différentiel  du  type  de  ceux  que  l'on  vient  de 
discuter.  On  peut  donc  dire  qu'étant  donnés  une  équation  d  ordre  n 
résolue  par  rapport  à  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  et  un  sys- 
tème de  valeurs  arbitraires  de  la  fonction  et  de  ses  n  —  i  premières 
dérivées  (6, ,  . . . ,  bn)  correspondant  à  une  valeur  arbitraire  a  de  x 
et  pour  lesquelles  le  coefficient  différentiel  f{x,J',  y',  •  •  •)  J)'"~'  ) 
est  holomorphe,  il  existe  une  intégrale  holomorphe  et  une  seule, 
qui  satisfaità  l'équation  et  prend  au  point  a,  ainsi  que  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  les  valeurs  arbitraires  données  (-). 

On  a,  pour  les  systèmes  d'équations,  des  résultats  analogues. 

20-4.  Jusqu'ici,  nous  ayons  traité  le  problème  de  l'existence 
des  fonctions  analytiques  définies  par  des  relations  différentielles, 
en  nous  occupant  seulement  de  leur  élément  initial  (•')  :  il  suffit 
à  déterminer  la  fonction.  Ne  peut-on  poursuivre,  suf  l'cquatioii 
elle-même,  l'étude  de  l'intégrale  obtenue,  rechercher  si  elle  est 


(  '  )  Ces  remarques  ont  été  faites  dès  la  fin  du  xvni"  siècle.  Cf.  Jacobi,  Œ^u^res, 
t.  V,  p.  igS  et  483.  —  Jordan,  Analyse,  2°  édit.,  t.  III,  p.  3. 

(-.)  Le  cas  de  l'équation  \'{x.,y,y\ y")  —  o  se  ramène  imniédialement  à 

celui  du  texte,  pourvu  que  les  deux  équations 

F(fl,  b„  ...,  />„,,)  =  0,         -7?— («,  ^.-  ■••,^,h)  =  " 

n'aient  pas  de  racine  commune  ^„+|. 

(^)  Nous  avons  supposé  les  conditions  initiales  telles  que  les  cocflicienls  dilTr- 
renliels  fussent  hoiomorphes  au  point  correspondant.  Quand  il  en  est  aulrcnienl, 
les  cas  très  compliqués  qui  peuvent  se  présenter  ont  fait  l'objet  des  travaux  de 
Briot  et  BoLOL'ET  (/.  E.  P..  \\\\l'  Cahier,  i8J6.  —  PiCAnn,  Analyse,  t.  III, 
p.  23),  de  MM.  Picard  (/y.  .S'.  .1/.,  188/,,  p.  48)  et  Poincark  {J.  M.,  i83i,  i88j, 
18S.')),  de  runiis  {SUzun^sh.  d.  A.  zu  lieiliii.   iSSfî,  p.  i7r,).  cl<-. 
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uniforme,  si  elle  a  un  nombre  fini  ou  infini  de  branches,  recon- 
naître ses  singularités? 

A  la  suite  de  Fuchs  (  '  )  de  nombreux  géomètres  ont  étudié  à  ce 
point  de  vue  les  équations  linéaires  et  celles  qui  s'j  rattachent; 
de  là,  une  série  de  remarquables  travaux  (-)  dont  le  point  de 
départ  a  été  cette  proposition  si  simple  : 

Les  intégrales  d'une  équation  linéaire  et  honiogène  ne 
peuvent  avoir  cV autres  singularités  que  celles  des  coefficients 
de  cette  équation. 

Avant  de  dire  un  mot  du  problème  énoncé  relatif  aux  équations 
difTérenlielles  quelconques,  répartissons  en  deux  catégories  leurs 
points  singuliers.  La  première  renfermera  ceux  qui  sont  singuliers 
pour  toute  intégrale,  cjuelles  cjue  soient  les  conditions  initiales. 
Ces  singularités  sont  mises  en  évidence  parla  forme  même  de  l'équa- 
tion, et  dépendent  uniquement  de  ses  coefficients  :  on  les  appelle 
singularités  fixes.  L'exemple  classique  des  équations  n'ayant  que 
des  singularités  fixes  est  fourni  par  les  équations  linéaires. 

En  dehors  de  ces  points  singuliers  //\re5,  qui  sont  apparents 
sur  l'équation,  il  y  a  ceux  doni  la  position  dépend  des  conditions 
initiales,  c'est-à-dire  du  choix  que  l'on  a  lait  arbitrairement  de  ces 
conditions  :  ils  varient  d'une  intégrale  à  l'autre.  Les  points  de 
cette  seconde  catégorie  sont  appelés  singularités  mobiles  (•'). 

On  conçoit  facilement  l'existence  de  pareilles  singularités.  Pre- 
nons une  équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  En  un 
point  Xq  (laissons  de  côté  les  intégrales  qui  seraient  indéterminées 
en  ce  point,  s'il  en  existe),  son  coefficient  différentiel  peut  n'être 


(')  Parmi  ses  Mémoires  classiques,  citons  ceux  du  /.  de  Crelle.  t.  G6  et  G8. 
Voir  aussi  :  /.  de  Crelle,  t.  75,  106,  108  et  Sitzungsb.  cl.  A.  zu  Berlin,  i88^, 
i885,  1887.  —  Cf.  aussi  :  Tannery,  A.  E.  N.,  1875. 

(  =  )  Citons  seulement  :  Thomé,  /.  de  Crelle.  t.  74,  75,  76  (et  83,  91,  95,  96). 

—  Frobenius,  /.  de  Crelle,  t.  76,  77,  80,  82,  85.  —  Hamburger,  /.  de  Crelle, 
t.  76,  83.  —  PoiNCARÉ,  A.  M.,  t.  IV,  p.  8.  —  Mittag-Leffler,  A.  M.,  t.  XV.  — 
Sauvage,  A.  E.  A.,  1886,  1888,  1889.  —  Floquet,  A.  E.  N..  1879,  i8S3,  i88'i,  1887. 

—  Vessiot,  A.  E.  N.,  i89'2.  —  Comme  Ouvrages  classiques  consacrés  aux  équa- 
tions linéaires,  mentionnons  celui  de  M.  Schlœsinger  (iSgS-iSgS)  et  le  Tome  IV 
du  Traité  de  M.  Forsyth  (1902).  —  Voir  aussi  :  Picard,  Analyse,  t.  III. 

(')  Par  exemple,  les  équations  yy' ~\- x  —  o,  y-^y-:=o  ont  respectivement 
pour  intégrales  y=  \]a- — x-,  y  =  (x  —  a)"'.  Les  points  critiques  ±a  et  le 
pùlc  a  dépendent  de  la  constante  a,  et,  dès  lors,  varient  avec  chaque  intégrale. 


Kyl  AXIONS    DIFFKRKNTIEI-LKS.  H) 

liolomorplie  pour  aucune  valeur  de  i',  il  peut  cesser  dèlrc  holo- 
morplie  pour  certaines  valeurs  de  r,  il  peut  être  holoniorphe  pour 
toute  valeur  de  }'. 

Dans  le  premier  cas,  Xq  peut  être  une  singularité  pour  toutes 
les  intégrales  (0*0  est  alors  une  singularité  fixe).  Dans  le  second 
cas,  Xq  peut  être  une  singularité  seulement  pour  certaines  inté- 
grales ( Xq  est  alors  une  singularité  mobile  ).  Dans  le  troisième  cas, 
le  théorème  de  Cauchj  donne  des  intégrales  toutes  régulières 
en  ^0-  Pai'rai  elles,  celles  qui  correspondent  à  des  conditions  ini- 
tiales difierentes  n'ont  pas,  en  général,  le  même  cercle  de  conver- 
gence pour  leurs  éléments  générateurs,  et,  par  suite,  a  fortiori, 
n'ont  pas  les  mêmes  singularités  (rappelons  qu'une  fonction  ana- 
lytique a,  au  moins,  une  singularité  sur  le  cercle  de  convergence 
de  chacun  de  ses  éléments);  les  siniruiarités  de  ces  intégrales 
dépendent  donc  des  conditions  initiales  choisies,  ce  sont  des 
singularités  mobiles. 

Une  singularité,  qu'elle  soit  ^i\e  ou  mobile,  est  dite  essentielle 
quand  l'intégrale  est  indéterminée  en  ce  point  (').  Ce  sont  les 
singularités  essentielles  mobiles,  dont  rien,  sur  les  équations,  ne 
fait  prévoir  l'existence,  qui  constituent  l'une  des  grandes  diffi- 
cultés de  la  théorie  des  équations  différentielles  (-).  Dans  le  cas 


(')  On  peut  classifier  comme  il  suit  les  singularilts  des  fonctions,  et,  dès  lors, 
celles  des  intégrales  des  équations  dillérentielles  : 

i»  Un  point,  isolé  ou  non,  où  l'intégrale  cesse  d'être  régulière,  est  point  cri- 
tique lorsque,  autour  de  ce  point,  plusieurs  déterminations  se  permutent,  ou 
lorsqu'il  fait  partie  d'une  ligne  singulière  autour  de  laquelle  des  déterminations 
s'échangent.  Ce  point  critique  est  algébrique,  si  la  fonction  a  en  ce  point  une 
valeur  déterminée  (finie  ou  infinie)  et  dans  son  voisinage  un  nombre  fini  de 
valeurs;  sinon,  il  est  transcendant. 

1"  Prenons  un  point  singulier,  isolé  ou  non,  a  qui  ne  soit  ni  un  pùlc.  ni  un 
point  critique  algébrique.  C'est  un  point  essentiel  ou  d'indétermination  s'il 
existe  un  chemin  L  tendant  vers  a,  tel  que  l'intégrale  ne  tende  vers  aucune 
valeur  déterminée,  finie  ou  infinie,  quand  x  tend  vers  a  en  suivant  la  courbe  L 
(que  la  fonction  soit  uniforme  ou  multiforme  dans  le  voisinage  de  a)  :  tel  est  le 

j^ 
point  o  pour  les  fonctions  e-*',  sin  logx. 

Dans  le  cas  contraire,  on  a  un  point  transcendant  ordinaire  (on  dit  souvent 
un  point  transcendant)  :  tel  est  le  point  o  pour  la  fonction  logx. 

Les  singularités  essentielles  peuvent  former  des  ensembles  ponctuels  des  trois 
types  indiqués  plus  haut  (I"  Partie,  p.  28)  ou  des  ensembles  linéaires.  Cf.  P.viN- 
LEVÉ,  Leçons  de  Stockholm,  p.  9;  Introduction,  p.  ti. 

C-)  Mettons  en  rc;:anl  quelque-  équation^  diirércnticllcs.  Icnr<  intégrales,  leurs 
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du  premier  ordre,  Al.  Painlevé  l'a  fait  en  grande  partie  disparaître 
par  ce  théorème  fondamental  : 

Les  seules  singularités  mobiles  possibles  d'une  équation  du 
premier  ordre  sont  des  pôles  et  des  points  critiques  algé- 
briques ('  ). 


singularités  : 

Singularités 

Kqiiiitious.  Int(';gr;iles.  mobiles.        fixes. 

■îxyy'=i (log^  —  a)-  e"  0,00 

1 
n  y' -\- y"+'^  =  o {x  —  a)     "  a  00 

xy'  -r  y-=  o (logx  —  «)-'  e"  o,x 

1 

x'^y'  +  j'  =  0 a  e-^'  "  o 

x"- y'"- -^ y"-  —  j->  m  o coséc(loga;  —  a)  e"  o.  » 

j)'"=  — ;[2T-— 1 — (y- — i/-J...       coséc[Iog(.r  —  b)  —  a]  e'^-^b,b         «; 

y"  =  y"'    '  ,      l tang[log(rt.r  — 6)]  -  ce 

I  -v  J  tl 

Pour  la  première  et  la  deuxième  équalion  les  singularités  mobiles  sont  des 
points  critiques  algébriques;  ce  sont  des  pôles  pour  la  troisième  et  la  cinquième. 
Ces  équations  du  premier  ordre  ont  des  points  essentiels  et  critiques  transcen- 
dants (la  première,  la  troisième,  la  cinquième)  nu  simplement  essentiels  (la 
quatrième),  mais  ils  sont ytre5. 

Les  deux  équations  du  second  ordre  ci-dessus  ont  des  points  essentiels  (et  cri- 
tiques transcendants)  qui  sont  mobiles  (les  points  b,  —\  ou  fixes  (le  point  x). 

Le  point  C-h  b  est  un  pôle. 

Les  équations  du  troisième  ordre  ofTrent  la  singularité  plus  curieuse  encore  de 
lignes  essentielles  variables  avec  les  constantes  d'intégration  :  telle  est  l'équa- 
tion du  troisième  ordre  que  vérifie  la  fonction  modulaire  (même  on  ce  cas,  la 
coupure  essentielle  a,  en  chaque  point,  une  tangente  mais  pas  de  courbure). 

Cf.  Painlevé,  Leçons  de  Stockholm,  p.  5;  A.  M.,  t.  XXV,  p.  5.  —  Forsyth, 
Dijferentlal  équations,  t.  II,  p.  21-. 

(')  Cf.  Leçons  de  Stockholm,  p.  21.  {Voir  aussi  :  Picard,  Analyse,  t.  II, 
p.  326.  —  Forsyth,  Differential  équations,  t.  II,  p.  211  et  266.) 

Le  théorème  est  seulement  vrai  des  équations  ¥(x,  y,  y')  =  o,  où  F  est  algé- 
brique en  y  et  j>'',  et  analytique  en  x.  Ainsi  l'équation  _>■' =  a  eV  a  comme  inté- 
grale générale 

Jij-  =  —  logot|i(a  —  x)  : 

le  point  X  =  a  est  un  point  essentiel  mobile,  mais  l'équation  n'est  pas  algébrique 
en  y. 

Si  F"  est  algébrique  en  y,  y',  et  aussi  en  x,  les  singularités  mobiles  sont  en 
nombre  fini,  et  leurs  affixes  se  calculent  algébriquement  sur  l'équation  elle- 
même  (PAiNLEvr,  A.  T.,  1888,  B.,  p.  38). 
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Démonlrons-le  en  supposant  que  lV-([uation  est  du  premier 
degré  et  a  pour  coefficient  diflérenlicl  une  fraction  ralionnelle 
en  y,  prenons-la  sons  la  forme 

dy  _  P(  T,  y  ) 
(Ix  ~  Q(^,j)' 

P  et  Q  désignant  des  polynômes  en  y,  premiers  entre  eux  quel 
qne  soit  x,  dont  les  coefficients  pi{x)  et  fji{x)  sont  des  fonctions 
analytiques  quelconques  de  x. 

Recherchons  toutes  les  singularités  possibles  de  l'équation  dif- 
férentielle, et  d'abord  occupons-nous  des  singularités  non  essen- 
tielles. Dans  ce  but,  à  une  valeur  quelconque  x^  de  x  pour 
laquelle  les  branches  considérées  des  fonctions  pi(x)^  ^Ji{^)  sont 
régulières  et  qui  n'annule  pas  tous  les  coefficients  qi[x),  associons 
une  valeur  déterminée  yo  et  voyons  si  l'équation  diflérentielle 
admet  une  solution  prenant  en  Xq  la  valeur  j'q. 

Quand  son  coefficient  différentiel  est  holomorphe  en  (-l'oij'o)» 
Ja  réponse  est  donnée  par  le  théorème  de  Cauchy  :  il  existe  une 
intégrale  et  une  seule  tendant  vers  Vo  qnand  x  tend  vers  Xq',  et 
elle  est  holomor{)he  en  Xq. 

Quand  on  a  Q(jCoO'o)  =  t),  P(a:o,  J'o)  <  t)^  il  existe  encore  une 
intégrale  et  une  seule  prenant  en  Xq  la  valeur  Jq]  le  point  Xq  est 
pour  elle  un  point  critique  algébrique  ('). 

Enfin,  quand  P{xo, yo)  et  ^^{Xq,  jKo)  sont  nuls  à  la  fois,  il  peut 
se  faire  qu'il  n'y  ait  pas  de  solution  égale  à  yg  en  Xq,  ou  bien 
qu'il  V  en  ait  un  nombre  fini  ou  un  nombre  infini  :  le  point  Xq 
peut  être  un  point  transcendant  pour  ces  intégrales. 

Nous  supposions  y^  fini.  Pour  étudier  ce  qui  arrive  quand  Jq 
est  infini,  faisons  la  substitution  O,  r~').  D'après  ce  que  nous 
venons  d'établir,  l'équation  transformée 

dy  ^       y'iP(T,j-i)  _  Vi{T,y) 
dx  Q(a-,JK^')  ^\{^-,y) 

ne  peut  avoir  de  points  singuliers  transcendants  correspondant  à 


(')  On  le  voit  immédiatement  en  regardant  dans  rc((iialion  donnée  y  coninic 
la  variable  indépendante,  ce  qui  permet  de  lui  appliquer  le  ihéorème  de  C;uirii\ . 
tl  fit  fnisanl  ensuite  l'inversion  de  l'inlcfiraic  x(y)  oblcniic. 
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la  valeur  y  =  o  que  si  P,  (x,  o),  Q,  (x,  o)  sont  nuls  à  la  fois  ;  les 
autres  points  sont  des  p(Mes  ou  des  points  critiques  algébriques. 

En  résumé,  les  seuls  points  transcendants  possibles  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  déterminées,  finies  ou  infinies,  àe  y  sont  : 
i"  les  points  singuliers  des  coefficients  /?/  et  cjt,  et  les  points  où 
s'annulent  à  la  fois  tous  les  coefficients  qi\  2°  les  points  x  qui 
correspondent  aux  racines  communes  aux  équations  Q(-2^,JK)  =  o, 
P(x,  r)  =  o,  ou  bien  aux  équations  P,  (:r,  o)  =  o,  Qi  {^x,  o)  =  o. 
Notons  que  ces  points  x  sont  tous  fixes  (ceux  qui  dépendaient 
de  l'o  étaient  des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques),  et 
représentons  leur  ensemble  par  C 

11  ne  reste  plus  qu'à  chercber  les  singularités  qui  correspondent 
à  des  valeurs  non  déterminées  de  y^  par  suite,  à  examiner  s'il  se 
trouve  des  points  a  tels  que  x  tendant  vers  a  par  un  chemin  L  qui 
ne  passe  par  aucun  point  de  C,  une  intégi'ale,  définie  en  un  point  x^ 
de  L  voisin  de  a  par  les  conditions  de  Cauchy,  soit  indéterminée 
en  a. 

Je  dis  qu  il  n  en  existe  pas.  En  effet,  dans  le  plan  .r,  traçons 

autour  du  point  a  à  étudier  une  circonférence  C  de  rayon  très 

petit  ;■;   dans  le   plan  j',   marquons  les  racines  r,,,    .  .  .,   7,,^    de 

l'équation 

Q(a,jK)  =  o. 

Quand  x  se  meut  à  l'intérieur  de  C,  les  racines  j^i,  ...^y^  de 
l'équation 

ne  sortent  pas  de  cercles  y, ,  . . . ,  y«  dont  les  rayons  sont  tous  infé- 
rieurs à  un  nombre  très  petit  p,  si  /•  est  suffisamment  petit. 
Par  suite,  si  l'on  désigne  par  cO  le  domaine  extérieur  aux 
cercles  Ym  ■  •  •  1  Y«  6t  intérieur  à  une  circonférence  F  de  rayon  très 
grand,  Q(^5  J^)  ne  s'annule  pas  tant  que  le  point  (x,j)')  reste  dans 
le  domaine  (C,  CO)  :  dès  lors,  le  coefficient  diftérentiel  de  l'équa- 
tion est  (sauf  aux  points  de  C)  holomorphe  dans  ce  champ;  à  des 
conditions  initiales  (.ro- J'o)  relatives  à  ce  champ  correspondra  une 
intégrale  holomorphe  dans  un  cercle  de  centre  ^o-  Faisons  varier 
d'une  manière  continue  le  point  (^q,  j)'o)  dans  ce  champ  en  évitant 
les  points  de  o  ;  le  rayon  de  ce  cercle  varie  d'une  manière  continue, 
et,  dès  lors,  dépasse  toujours  un  minimum  ).  positif  (P*^  Partie, 
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p.  3o3).  Appelons  C,  la  circonférence  décrite  de  a  comme  centre 
avec  )v  pour  rayon. 

Raisonnons  maintenant  par  l'absurde.  S'il  existait  une  intégrale 
ne  tendant  vers  aucune  valeur  déterminée,  finie  ou  infinie,  quand  .r 
tend  vers  a  par  la  courbe  L,  il  y  aurait  des  points  .r^  intérieurs 
à  C,  auxquels  correspondraient  des  valeurs  r„  de  l'intégrale  inté- 
rieures au  domaine  iD  (sinon,  l'intégrale  tendrait  vers  l'une  des 
valeurs  r,,,  ...,•/;„,  oc,  quand  x  tend  vers  r/).  Or,  une  intégrale  qui 
prendrait  en  un  point  quelconque  Xq  intérieur  à  C|  une  valeur  lo 
intérieure  à  (D,  serait  holomorphe  dans  le  cercle  de  centre  Xq  et  de 
rayon  À,  et,  par  suite,  elle  serait  holomorphe  en  <7,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse. 

205.  Après  avoir  établi  cette  distinction  entre  les  singularités 
mobiles  et  les  singularités  fixes,  reprenons  l'étude  des  fonctions 
définies  par  un  système  difi'érentiel. 

Les  fondateurs  du  Calcul  intégral  avaient  spécialement  étudié 
les  éf|ualions  résolubles  à  l'aide  de  transcendantes  élémentaires 
(comme  les  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  inté- 
grables  par  l'exponentielle),  celles  qui  sont  réductiljjes  aux  qua- 
dratures (comme  les  équations  linéaires  du  premier  ordre  et  celles 
de  Bernouili)  (M;  longtemps  ensuite,  le  seul  procédé  d'intégration 
essavé  consistait  à  s'eiTorcer  de  ramener  les  équations  différen- 
tielles à  des  combinaisons  d'équations  linéaires,  de  quadratures, 
d'équations  du  premier  ordre. 

Aujourd'hui,  les  fonctions  analytiques  uniformes  et  même  les 
fonctions  multiformes  à  un  nombre  fini  de  branches  ont  des 
modes  de  représentation  assez  connus,  pour  que  l'on  puisse 
regarder  comme  intégrées,  au  sens  large  du  mot,  celles  dont  la 


(  '  )  Les  mélliodcs  d'intégration  employées  pour  chacun  de  ces  tj'pcs  d'éipialioiis 
semblaient  didérentes  :  Lie  a  découvert  un  lien  entre  elles,  en  moiilranl  que 
toutes  les  équations  ainsi  intégrées  restent  in\ari(ih/es  par  les  transforma- 
tions d'un  grouj>e  continu. 

Il  a  été  ainsi  conduit  à  poser  le  problème  de  lintésialion  d'un  système  diiïé- 
rentiel  admettant  un  groupe  connu.  On  essaie  de  le  résoudre,  non  |)as  en  cher- 
chant à  exprimer  les  intégrales  <lu  système  par  des  fonctions  connues,  mais  en 
faisant  l'étude  analytique  des  fo[»ctions  quil  définit.  De  là  un  aiMre  moyen  de 
tirer  parti  de  la  théorif  d(>s  fondions  aiiaiyliqucs  pnur  le  [irobléiiif  de  l'iiUé- 
gralion. 

I'.    -  II.  3 
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solution  générale  est  une  fonction  de  l'un  de  ces  types.  Dès 
lors,  rechercher  les  équations  différentielles  à  intégrale  uniforme, 
c'était  tenter  une  méthode  nou^'elle  cV intégration  et  tirer  parti, 
au  point  de  vue  de  leur  résolution,  des  brillants  résultats  obtenus 
dans  la  Théorie  des  fonctions.  En  procédant  ainsi,  on  marchait 
dans  la  voie  ouverte  par  Abel  et  Jacobi  qui,  en  résolvant  le  pro- 
blème de  l'inversion,  c'est-à-dire  en  intégrant  au  moyen  des  fonc- 
tions elliptiques  l'équation 

(sï)'=<'->"'<'-'''^"'' 

jetaient  les  bases  de  l'étude  des  fonctions  uniformes  définies  par 
des  relations  différentielles. 

Pour  discerner  les  équations  dont  les  intégrales  sont  uniformes, 
il  fallait  chercher  celles  dont  les  intégrales  n'ont  de  points  cri- 
tiques ni  mobdes,  ni  fixes  (ces  deux  parties  du  problème  devaient 
être  séparées,  car  on  les  traitait  par  des  méthodes  toutes  diffé- 
rentes). Pouvait-on  reconnaître  sur  l'équation  elle-même,  c'est- 
à-dire  autrement  que  par  L'intégration,  l'absence  de  points 
critiques  mobiles,  et  ainsi  trouver  dans  la  Théorie  des  fonctions, 
non  seulement  au  point  de  vue  spéculatif,  mais  en  pratique,  la 
méthode  nouvelle  dont  nous  parlons  pour  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  ('). 

Fuchs,  ÎMM.  Poincaré  et  Painlevé  résolurent  le  problème  pour 
les  équations  du  premier  ordre,  du  type  F(x,  y,  j^')  =  o,  où  F 
est  algébrique  en  y  etj)'',  et  analytique  en  x.  Fucbs  détermina  à 
quelles  conditions  leurs  intégrales  n'ont  |)as  de  points  critiques 
algébriques  mobiles  (-),  et  dès  lors,  grâce  au  théorème  de 
M.  Painlevé  relatif  à  la  non  existence  de  singularités  essentielles 
mobiles  dans  les  équations  du  premier  ordre,  on  obtenait  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  leurs  points  cri- 
tiques soient  fixes.  Cette  classe  d'équations  est  très  limitée,  car 


(  '  )  Ni  les  résultats  obtenus  par  M.  Picard  clans  ses  remarquables  rcchcrclies, 
ni  même  ses  prévisions  n'étaient  encourageants  (cf.  A.  M.,  t.  XVII,  p.  3oo). 

Voici  quelques  Notes  ou  Mémoires  où  il  s'est  occupé  des  équations  du  second 
ordre  à  intégrale  générale  uniforme  ou  à  points  critiques  fixes  :  B.  D.,  1880; 
J.  M.,  1889;  -'!•  ^^'  t-  XVII  et  XVIII;  American  Journal,  189^;  C.  Ji.,  1880, 
1886,  18S7,  1890,  1893,  189.5. 

(-)  Sitzungsb.  der  A.  zu  Berlin.  i8!S|.  p.  (199. 
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peu  après  M.  Poincarc  montrait  cpie  les  équations  à  points  cri- 
tiques fixes,  et  par  suite,  (i  fortiori,  les  équations  à  intégrale 
uniforme  sont  intégral)les  j^ar  des  calculs  algébrirpies  ou  des 
quadratures,  ou  bien  se  ramènent  à  une  équation  de  liiccati  ('). 
Ainsi,  pour  le  premier  ordre,  la  nouvelle  méthode  d'intégration 
ne  conduit  à  l'intégration  d'aucune  équation  nouvelle. 

Ce  qui  compli(|uait  la  question  pour  les  équations  d'o/y//e 
supérieur,  c'était  l'existence  de  singularités  essentielles  mobiles  : 
M.  Painlevé  a  triomphé  de  cette  difficulté  (-).  Parmi  les  éijua- 
lions  du  second  ordre  de  la  forme  y"  =^^(^y' ^y,  x),  où  R  est 
rationnel  en  y',  algébrique  enj-,  analytique  en  x^  il  a  déterminé 
explicitement  toutes  celles  dont  les  points  critiques  sont  fixes 
et  celles  dont  l'intégrale  générale  est  uniforme  (■'').  Puis  il  a 
montré  que  celles  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  uni- 
forme essentiellement  nouvelle  se  réduisent  à  trois  types  aux- 
quels il  a  donné  des  formes  canoniques  simples.  Toutes  les  équa- 
tions de  ces  trois  tvpes  se  ramènent  elles-mêmes  (en  négligeant  les 
cas  où  l'intégrale  est  une  fonction  connue)  aux  cinq  é(|ualions  ('•) 


(')  l'oixcAKÉ,  A.  .)/.,  t.  VII,  p.  i;  iS85. 

Comme  le  raisonnement  de  Fuchs,  mais  à  un  poinl  de  vue  dillerent,  la  méthode 
de  ÎSI.  Poincarc  prêtait  à  des  objections  que  M.  Painlevé  a  signalées  et  résolue?. 
{Leçons  de  StocA/iolm,  p.  23-6o,  413-'i'>2,  et  Introd.,  p.  9.) 

On  prouve  d'abord  que  la  seule  équation  du  premier  ordre  et  du  /ireniicr 
degré  sans  points  critiques  algébriques  mobiles  est  l'équation  de  Riccati  ayant 
pour  coefficients  des  fonctions  uniformes  de  x. 

(■)  B.  S.  M.,  1900,  p.  20J  ;  A.  M.,  t.  X\V,  p.  1. 

(^)  Il  a  également  mis  sur  la  voie  de  la  solution  pour  les  équations  d'ordre 
supérieur. 

(*)  M.  Painlevé  a  démontré  V irréductibilité  absolue  de  ces  équations  (  C.  //., 
1902,  2"  semestre,  p.  G41,  757,  1020;  1903,  1"  semestre,  p.  1^9)  au  sens  donné  à 
ce  mot  par  M.  Dracli  {A.  E.  A'.,  1S98;  voir  aussi  Paim.kvk,  IL  S.  M.,  1900, 
p.  243);  en  d'autres  termes,  elles  appartiennent,  au  point  de  vue  de  l'intégration 
formelle  (par  opposition  à  l'intégration  obtenue  au  moyen  de  la  théorie  des 
fonctions),  à  la  classe  la  plus  générale  d'équations  de  la  forme  >•"=  \\{x,y), 
R  étant  ralionncl  en  x  et  y. 

L'inlégrali'   des   éi(ualion>   canipiiiquc'^   de    M.  Painlevé  e-l   inrme  iiif'rfininr/>lu'. 
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Par  là,  M.  Palnlevé  a  donné  le  premier  exemple  connu  d'équa- 
tions qui  se  trouK^ent  intégrées  à  L'aide  des  principes  de  la 
Théorie  des  fonctions,  sans  qu'on  sache  les  ramener  à  des  com- 
binaisons d'équalions  linéaires  et  de  quadratures. 

206.  Nous  avons  rappelé  que  les  transcendantes  uniformes 
usuelles,  sauf  T{x)  et  C(-2^)i  vérifient  des  équations  différen- 
lielles  algébriques  du  premier  ordre  simples  :  on  sait  leur  rôle 
dans  la  Théorie  des  fonctions  et  dans  l'intégration  d'autres  équa- 
tions différentielles  dont  l'intégrale  n'est  plus  uniforme.  Peut-on 
attendre  les  mêmes  services  des  transcendantes  uniformes  eneen- 
drées  par  les  équations  d'ordre  supérieur  dont  nous  venons  de 
parler? 

((  D'une  part,  .  .  .  dans  une  étude  systématique  des  équa- 
tions à  points  critiques  fixes  du  premier,  du  deuxième,  du  troi- 
sième ordre,  toutes  ces  transcendantes  (fonctions  exponentielle, 
elliptiques,  abéliennes,  fuchsiennes)  se  mettraient  en  évidence 
d'elles-mêmes,  si  Ton  en  ignorait  l'existence.  Il  apparaît  donc 
comme  bien  peu  vraisemblable  que  le  champ  des  transcendantes 
remarquables  engendrées  par  les  équations  différentielles  soit  dès 
maintenant  épuisé.  Mais  d'un  autre  côté,  les  transcendantes  uni- 
formes qui  jouissent  (comme  les  fonctions  elliptiques,  fuch- 
siennes, etc.)  de  propriétés  exactes  très  nombreuses  doivent 
former  une  classe  extrêment  restreinte.  C'est  dans  un  autre  ordre 
d'idées  sans  doute  qu'on  obtiendra  des  résultats  généraux  embras- 
sant toutes  les  transcendantes  nouvelles  :  il  faudra  . . .  approfondir 
leurs  propriétés  approcliées  y>  ('). 

Comme  exemple,  reprenons  les  cinq  équations  canoniques  de 
M.  Painlevé  :  leur  intégrale,  avons-nous  dit,  est  méromorphe,  et 
dès  lors  représenlable  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières 
(n"  292).  M.  Painlevé  a  montré  qu'on  peut  choisir  ces  fonctions 
entières  de  manière  à  les  ramener  à  des  fonctions  entières  cjui 
satisfont  à  une  équation  très  simple  du  troisième  ordre.  S'il  n'y 
a  pas  lieu  d'espérer  que  ces  transcendantes  jouissent  de  propriétés 

(')   Paixi.kvk,  a.  m.,  t.  \XV,  p.  7S. 
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tonclionnelles  aussi  élégantes  que  la  périodicité,  leur  étude  a  déjà 
conduit  à  d'intéressants  résultats  au  point  de  vue  du  genre,  de 
la   (listriljution    des    zéros,    de    la   croissar.ce    pour   .r  =  x ,    etc. 

(n"283)('). 

§  III.  —  Éqiatioxs  l!.\i:airi:s  aux  dkrivkks  PARTn:i>r,i:s. 

207.  Les  premiers  théorèDics  (Vcxistence  relatifs  aux  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles  sont  encore  dus  à 
Cauchy  (-)  :  il  les  a  dénjontrés  d'abord  pour  les  systèmes  linéaires 
du  premier  ordre  où  les  étjualions  sont  en  même  nombre  que  les 
lonctions  inconnues  et  sont  toutes  résolues  par  rapport  aux  déri- 
vées de  ces  fonctions  relatives  à  une  même  variable;  il  a  cherché 
ensuite  à  réduire  à  de  pareils  systèmes  certains  systèmes  d'ordre 
quelconque.  M""'  S.  de^  Kowalevski ,  dans  un  Mémoire  devenu 
classique,  et  ÎNI.  Darboux  ont  précisé  et  étendu  ses  résultats,  et 
simplilié  ses  démonstiations,  sans  prouver  encore  l'exislence  d'un 
système  d'intégrales  dans  les  cks  les  pins  généraux,  car  un  sys- 
tème différentiel  arbitraire  n'est  pas  réductible  à  la  forme  cano- 
nique de  M""  de  K.o\valevski  (^).  Enfin,  M.  Delassus  a  introduit 
une  forme  canonique  plus  générale  à  laquelle  il  a  pu  ramener,  par 


(')  En  parliculier,  dinléressanls  théorèmes  de  M.  Boutroux  sur  les  {onclioii.s 
entières,  spécialement  concernant  leur  mode  de  croissance,  permettent  de  limiter 
supérieurement  les  modules  des  fonctions  entières  dont  nous  venons  de  parler, 
et  plus  généralement  de  les  étudier  dans  le  domaine  du  point  infini  au  point  de 
vue  de  la  croissance,  du  genre,  etc.   (C  /?.,  njoi,  r'  semestre,  p.  82,  i53,  ôig). 

(-)  Cf.  divers  Mémoires  sur  l'emploi  du  Calcul  des  limites  (C  /?.,  1^4^! 
2°  semestre,  p.  !\\,  8),  i^i  ;  i843,  i"  semestre,  p.  572).  Comme  toujours,  Cauchy 
établissait  par  cette  méthode  l'existence  des  intégrales  et  en  donnait  l'expression 
analytique. 

Driol  et  Bouquet  (/.  E.  P.,  XWVI»  Cahier),  Bouquet  {B.  D.,  1872,  p.  2(ij), 
Mayer  {Al.  A.,  t.  V,  p.  4'|8)  revinrent  les  premiers  sur  la  question,  et  étudièrent 
les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  complètement  intégrables  prove- 
nant des  équations  aux  dilFérentielles  totales. 

(')  Daiiboux,  C.  n.,  187Ô,  I"  semestre,  p.  101  et  817.  —  Di:  Kowai.evski, 
y.  de  Crelle,  t.  80;  1875.  Sa  solution  suppose  que  les  équations  données  sont  eu 
même  nombre  que  les  fonctions,  et  que,  «,,  ...,  «„,  désignant  respectivement  les 
ordres  des  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé  des  m  fonctions  inconnues  y^,   •■•,}',„, 

les   m   é(|uations    renferment   respectivement    les   dérivées      ,    „    >     •••»       ,    , — 

d'ordres  «,,  ...,  «,„  relatives  à  une  même  variable  x,  et  sont  résolues   par  rap- 
port à  ci'S  dérivées.  <Ji-,   il    n'c-l    |i;i-   lutijoiirs  possible  tie   trouver   une   Iransfor- 
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des  changemenls  de  variables,  un  système  différentiel  quelconque 
à  m  variables  :  l'intégration  du  système,  sous  sa  forme  canonique 
nouvelle,  est  toujours  possible,  et  elle  se  ramène  à  l'intégration 
successive  de  m  systèmes  de  M""^  de  Kowalevski,  contenant  suc- 
cessivement I,  2,  ..  .,  m  —  \  ^  m  variables  (').  Ainsi,  au  point  de 
vue  de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques,  les  problèmes  cVexis- 
tence  sont  aujourcV hiii complètement  résolus  dans  le  cas  général. 
Un  peu  avant  M.  Delassus,  M.  Riquier  était  parvenu  à  un  résultat 
analogue  (-). 

Ici,  nous   nous  contenterons  des  remarques  élémentaires  qui 
vont  suivre. 

Le  système  le  plus  général  d'équations  aux  dérivées  partielles 


malion  qui  ramène  un  système  clinTérenliel  général  à  celle  forme  canonique 
réduite,  comme  Ta  monlré  M.  Bourlct  par  un  exemple  simple  {A.  E.  N.,  1891, 
S.,  p.  4  et  48). 

Parmi  les  travaux  où  Ton  s'eflorça  d'éludier  les  cas  exceptionnels  laissés  de 
côté  par  M^^de  Kowalevski,  signalons  ceux  de  M.  Ivonig  {M.  A.,  t.  XXIII;  le  sys- 
tème dont  il  démontre  l'existence  renferme,  comme  cas  particulier,  ceux  de 
Kowalevski,  Bouquet,  Mayer),de  M.  Poincaré  {Thèse,  187g),  de  M.  Konigsberger 
(7.  de  Crelle,  t.  109,  p.  261;  t.  112,  p.  181  ;  M.  A.,  t,  XLII,  p.  485),  de  M.  Slacckel 
(/.  de  Crelle,  t.  119,  p.  SSg),  de  M.  Boelim  {M.  A.,  t.  LVI,  p.  585). 

(')  Delassus,  A.  E.  N.,  1896,  p.  ^21. 

Une  question  préjudicielle  importante  devait  être  résolue.  Considérons  un  sys- 
tème d'équations  aux  dérivées  partielles  défini  d'une  façon  quelconque;  c'est  par 
exemple  celui  auquel  on  est  conduit  en  résolvant  des  équations  aux  différenlielles 
totales  et  en  écrivant  que  les  did'érenles  expressions  d'une  même  dérivée  sont 
égales.  Ce  système  peut  renfermer  un  nombre  infini  d'cqualions.  Ne  regai'dons  pas 
comme  distinctes  celles  qui  peuvent  se  déduire  par  dilférentiation  d'un  certain 
nombre  d'entre  elles  :  on  doit  se  demander  s'il  existe  des  systèmes  compatibles 
comprenant  un  nombre  illimité  d'équations  distinctes.  M.  Tresse  a  prouvé  que 
les  équations  analyliquement  distinctes  qui  définissent  un  système  compatible 
sont  forcément  en  nombre  limité  :  il  existe  un  ordre  fini  s  tel  que  toutes  les 
équations  d'ordre  supérieur  à  s  comprises  dans  le  système  se  déduisent  par  de 
simples  différentiations  des  équations  d'ordre  égal  ou  inférieur  à  s.  (Tiîksse, 
A.  M.,  t.  XVIII,  p.  8.  —  Delassus,  A.  E.  N.,  1896,  p.  449.) 

(-)  C'était  la  conclusion  d'une  série  de  travaux  entrepris  par  .M.  iMéray  (Aou- 
veau  précis  d'Analyse  infinitésimale,  p.  )43;  /.  AJ-,  i88u),  par  JM.M.  Méray  et 
Riquier  {A.  E.  A'.,  1889  et  1890:  quelques  résultats  sont  peut-être  inexacts),  par 
M.  Riquier  (A-  E.  A\,  iSgS  et  Savants  étrangers,  t.  XXXII;  c'est  là  qu'est 
démontre  le  lliéorème  général).  Voir  aussi  :  Riquieiî,  A.  M.,  t.  XXIII  et  XXV; 
C-  n.,  1903,  1'"  semestre,  p.  80.  M.  Riquier  fait  correspondre  aux  variables  cl  aux 
inconnues  des  entiers  qu'il  appelle  cotes  premières,  cotes  secondes,  etc.,  en  déduit 
des  systèmes  orthonomes,  cl  y  ramène  un  système  qiiclconi|ue:  sa  détiunislralion 
assez  compliquée  ne  seinhle  pas  naturelle. 
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d'ordre  quelconque  peut  èlre  remplacé  par  un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  :  il  suffit,  comme  dans  la 
théorie  des  équations  difTérentielles  ordinaires,  d'augmenter  le 
nombre  des  fonctions  en  prenant  comme  inconnues  auxiliaires  les 
dérivées  partielles  considérées,  sauf  celles  d'ordre  le  plus  élevé, 
et  d'introduire  un  nombre  correspondant  d'équations. 

De  plus,  à  une  équation  du  premier  ordre,  non  linéaire,  on 
peut  substituer  un  système  d'équations  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées.  En  effet,  soit,  par  exemple,  l'équation 

-^  /  du     du     au     àv      ôv     di 

V  (x,  y,  z\  u,  v\  -—■,  -— ,  —  ,  -— ,    —,  — 

V      -^  ôx    à  y    Oz     ()r     f)y    àz 

Aux  fonctions  u  et  r  associons  les  inconnues  auxiliaires  w,,  i/,,, 
it-si  *"i,  <\>î  <";!  définies  par  les  relations 

du  au  di> 

ôx  '  tly  ''  "  '  '  '  Oz 

Pour  que  la  (onction  F  soit  identiquement  nulle,  il  faut  cl  il 
suffit  qu'elle  s'annule  pour  une  valeur  Xq  de  x^  et  que  sa  dérivée 
par  rapport  à  x  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(/)  ¥{xo,  y,z\  u,v;  Ui,  u-i,  .  .  .,Vi)  =  i>         pour         x  =  X(^, 

d¥  _^  d¥  ôV  û¥   Oui        ùF^  ôui  dF   dv^  _ 

dx        du  dv  dui    dx         àu>    dx  '   '    di'3  dx 

Cette  dernière  relation,  associée  à  celles  qui  définissent 
«j,  ...,  ('3,  forme  un  système  d'équations  linéaires,  qui  jx-ut 
remplacer  l'équation  donnée  F^o,  pourvu  que  l'on  lieiine 
compte  de  la  condition  (,/). 

Ces  remarques  conduisent  à  discuter  l'existence  des  solutions 
d'un  système  différentiel  linéaire  :  nous  prendrons  le  cas  où  le 
nombre  des  fonctions  est  égal  à  celui  des  équations,  et  où  le  sys- 
tème est  résoluble  par  rapport  aux  dérivées  partielles  relatives  à 
une  même  variable,  x  par  exemple. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  en   supposant  ces   équations 

homogènes  par  rapport  aux  dérivées,  car  si  l'une  d'elles  avait  la 

forme 

du        .  du        ,,  du        „  dv        ..dv        ,, 
dx  dy  (Iz  Oy  àz 
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rinlroduction  d'une  fonction  auxiliaire  w  et  de  la  relation  -—  =  o, 

avec  la  condition  initiale  ((v)o=  y,  permettrait  de  la  rendre  homo- 

gène,  en  multipliant  h  par  —  • 

De  même,  on  peut  imaginer  que  les  coefficients  des  dérivées 
partielles  renferment  seulement  les  fonctions  inconnues,  et  non 
pas  les  variables  indépendantes.  En  effet,  un  des  coefficients 
ci-dessus  A(«,  r,  :r,  y,  s),  rentrera  dans  le  type  indiqué  par 
l'introduction  de  fonctions  nouvelles  ;,  t,,  v  et  des  équations  (') 

à;  dr  dl 

--  =  I  ,  —  =  o,  — '--  =  o. 

ox  Ox  dx 

Ainsi,  nous  étudierons  un  svstème  différentiel  du  premier 
ordre,  linéaire  et  homogène,  dont  les  coefficients  ne  renferment 
pas  les  variables  indépendantes,  et  que  nous  supposerons  résolu 
par  rapport  aux  dérivées  relatives  à  une  même  variable.  Nous 
l'écrirons  sous  la  forme 


(E) 


dx        À^     '  '  dxk  Ox        ^d   '  '  ûx/; 

i  =  \.  ....  m:  A  =  I,  ...,  p;  m  fonctions  j^/,  p  -7-  i  variables  x,  x/,) 


et  nous  supposerons  que  les  m'-p  coefficients  c///,,  ...,  ///,,  qui 
dépendent  seulement  des  m  fonctions j/,  sont  liolomorphes  dans 
un  champ  multiple  formé  de  m  cercles  F  ayant  pour  centres  des 
points  arbitraires  donnés  i",  ...,  y°^.  Aux  m  fonctions  incon- 
nues j)/,  on  associe  m  fonctions  arbitraires  des  p  variables  indé- 
pendantes Xf,  ...,   Xp 

çi(^i,  ....  X/j),      . .  . ,     o„i(xi.  .  .  . ,  .r^j), 

toutes  liolomorphes  dans  un  champ  multiple  formé  de  p  cercles  C 
de  centres  ^°,  .  . . ,  :r",  et  égales  respectivement  à  j'",  . . . ,  j'",  au 
point  {x^^,  . . . ,  x" ).  (Nous  supposerons  désormais  nulles  les  arbi- 
traires initiales  jc",  jy)'-) 


(')  On  imposera  aux  intégrales  de  ces  équations  de  prendre,  pour  x  =  o,  Jcs 
valeurs  \  =  o,  r^  =  y,  Ç  =  ^,  ce  qui  est  permis  d'après  le  lliéorcme  même  que 
nous  allons  démontrer;  des  lors,  vu  la  l'orine  des  équali<jns.  les  fonctions  inté- 
grales seront  H  =  x,  r,  = .)'.  !^  =  ^- 
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Dans  CCS  condilioiis,  voici  l'énonce  du  lliéorème  fondaniciilal  : 

1208.  Théorème.  —  Le  s]slè/tie  différcnlUd  (Ej  adnwL  iiii  sys- 
tème de  solutions  y' X ,  . . . ,  r,n  {dépendant  des  p-^  i  variables  .r, 
j", ,  . . .  ,  Xp)  liolomorphes  an  point  (o,  o,  . . . ,  o)  et  se  rédnisaitl 
pour  X  =  o  aux  m  fonctions  '^, ,  . . . ,  'i,„. 

Pour  l'élablir,  servons-nous  encore  de  la  méthode  des  limites. 

S'il  existe  des  fonctions  des/?  +  i  variables  >r,  j:*,,  . . .  ^  Xp  régu- 
lières à  l'origine  et  satisfaisant  aux  autres  conditions  de  l'énoncé, 
on  peut  déduire  des  équations  (E)  leur  expression  sous  forme  de 
séries  entières  ordonnées  suivant  les  puissances  de  la  variable  x. 
Les  coefficients  des  puissances  de  x  dans  ces  séries  auront  des 
valeurs  déternunées,  et,  dès  lors,  le  svslème  de  solutions  sera 
unique.  En  effet,  pour  avoir  les  coefficients  du  développement  de 
l'intégrale  j'/,  il  suffit  de  connaître  les  valeurs  à  l'origine  de  tontes 
les  dérivées  du  type 


àx''âx'i'  . . .  Ox'y 


Celles  qui  correspondent  à  A  =  u  s'obtiennent  en  dérivant  '^,  ; 
car  les  fonctions  yi  et  ca,-  doivent  coïncider  quand  x  est  nul,  et, 
d'à  II  Ire  part,  étant  donnée  une  fonction  quelconque  ^(.r,  a*,, ...,  j^-^,), 

I         1-    •     '        \  ù'\)ix,Xi)~\  ,  d'hio^Xi)  ,  ,  , 

les  dérivées     —^—. et  — =— ont  même  valeur.  Les  autres 

L         OXi         J.l  =  0  'iJi 

se  déduisent  des  relations  (E),  soit  directement  (dans  le  cas 
où  À=i,  ),,  =  ...  :^  ).^^  o),  soit  de  proche  en  proche  |)ar  déri- 
vation, en  utilisant  les  valeurs  de  dérivées  déjà  calculées.  Les 
développements  obtenus  seront  de  la  forme 

en  représentant  par  a„,  des  fonctions  connues  des  variables  .C|,  ..., 
Xp^  régulières  à  l'origine.  Si  ces  séries  jj/  convergent,  le  raison- 
nementdéjà  fait  pour  les  équations  difiérenlielles  ordinaires  (p.  mj) 
montre  qu'elles  sont  solutions  des  équations  (E). 

Pour  établir  leur  con\'ergence,  procédons  encore />(■//•  loniim- 
raison.  Supposons  les  m- p  fonctions  données  r/,/;,  ....  /,a  holo- 
morphes  dans  des  cercles  |j'/|:=p;  a[)pelons  ÏN'  ii'iir  module 
maximum  dans  ces  cercles  (frontières  comprises),  et  -\'  le  module 


42  LlVRi:    I.    —    CHAPITRE    VI. 

maximum  des  fonctions  'Oi  dans  les  cercles  C  de  rayon  /•  eL  sur 
leurs  circonférences  (ces  fonctions  c5/  s'annulent  aux  centres  de 
ces  cercles). 

Aux  m  fonctions  dillérentes  es/  sul)Stituons  la  fonction  unique 


liolomorjjhe  elle  aussi  dans  les  cercles  C  et  nulle  à  l'origine,  et 
introduisons  la  fonction 

F(ji,  ...,y,n)  = 


yi-+-.  .  .^Jni 


qui  est  majorante  relativement  aux  fonctions  «//,,  ...,  /<a  (l"'  Partie, 
p.  298).  Enfin  considérons,  à  la  place  du  système  (E),  le  système 

dx        '  '  '         dx  Yj  M- . . .  H-  Y,„  ^à  ôxi- 


S'il  admet  des  solutions  \),  .  .  .,  Y,„,  régulières  au  point 

X  ^  ^i  ^  .  .  .  ^^  Xp  ^  o, 

se  réduisant  pourx  =  o  à  la  même  fonction  <1>,  et,  dès  lors  déve- 
loppables  en  séries  de  la  forme 

(h)  Y,  =  (io/  +  ?w^  +  ...+  ;3,u-^"  +  ...       (?o<=*); 

ces  séries  (^;)  seront  majorantes  vis-à-vis  des  séries  (a/),  d'après 
le  mode  de  l'ormation  des  coefficients  |^„/;  car,  pour  obtenir  les 
coefficients  des  séries  |j„/,  on  procède  comme  pour  obtenir  ceux 
des  séries  a„j,  mais  en  employant  les  séries  qui  figurent  dans  les 
équations  (E'),  par  suite  des  séries  majorantes  relativement  aux 
séries  «//,,  .  . . ,  //a,  qui  jouent  le  même  rôle  dans  les  équations  (E). 
Donc,  si  les  séries  (,8/)  convergent,  le  champ  de  convergence  des 
séries  (a/)  est  au  moins  aussi  étendu  que  celui  des  séries  (Jj/). 

Or,  l'intégration  directe  du  système  (E')  prouve  l'existence  de 
ces  solutions  régulières  ([j/)-  En  cfiet,  deux  intégrales  (|uel- 
conques  \i,  Y^  sont  identiques  en  vertu  des  é(j nations  (E')  et  de 
l'iiypolhèse  sur  les  conditions  initiales  (leur  dillércnce  ne  dé|)cnd 
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a 


pas  de  X.  el  elle  doit  être  nulle  pour  jf  =  o,  puisque  alors  clincpie 
fonclion  doit  se  réduire  à  $).  Dès  lors,  au  lieu  de  s'occu[)er  du 
svslème  (E'),  il  suffit  de  considérer  la  seule  équation 


m  \       /  ô\ 


')\  \ 


1  o\  '^'    \ 

Y  \fJXi       ■  ■  •  ■    ox,,  J 


et  de  prouver  qu'elle  possède  une  intégrale  Iiolomorplie  au 
point  x  =  J?i  =  .  .  .  =  Xp ^o,  se  réduisant  à  ^  quand  x  est  nul. 
Posons  X|-T-.  .  .-t-X/j=  ç  et  cherchons  à  satisfaire  à  cette  équa- 
tion par  une  ibnction  y,  dépendant  viniqiienu'nl  de  ^  et  de  x.  La 
fonction  r,  devra  vérifier  Téquation 

dr,  nip  N      àr, 

Ox  ni  r  ôz 


et  se  réduire  pour  x  =  u  à 


1'  = 


—  N'  = 


N'î 


Appelons  y,Q  cette  valeur  initiale,  el  j)0ur  abréger  p.osons 
^  =  1  I ^  )  ;  -T-  in[j  \  X. 

L'écpiation  <|ui  déleriniiie  r,  desicnt 

àr.   ù-r        Or   01 
ox  a-         0^    Ox 

Donc  X  est  fonction  de  r,  (j).   in,  et  nous  pouvons  écrire 

(avec  la  condition  x  =  o,  /,  =  /,„).  Du  reste,  pour  délcnniiicr  la 
lorine  de  la  fonction  'l,  ou  a  l'égalité 


Ainsi,  la  foncli<jn  y,  est  racine  de  léqualion  du  second  degré 
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Celle  éqiialion  a  une  racine  et  une  seule  qui  s'annule  avec  x 
et  ^,  et  se  réduit  à  <ï>  pour  ^  =  o;  c'est  la  seule  que  nous  avons  à 
considérer.  Elle  est  régulière  au  point  ^  ^  ^  ^  o  ;  c'est  donc  aussi 
une  fonction  holoniorphe  de  x,  ^i,  .  .  .,  Xp^  dans  le  voisinage  du 
point  (o,  o,  .  .  .,  o).  Les  séries  (^/)  sont  donc  convergentes  en  ce 
point,  et,  a  fortiori,  les  séries  (  a/)  (  '). 

Remarque.  —  L'énoncé  du  problème  de  rinlégration  d'un 
système  différentiel  d'ordre  quelconque  est  complété  par  des  con- 
ditions initiales  imposées  aux  solutions  et  à  leurs  dérivées  :  les 
transformations  (ju'on  a  fait  sujjir  au  débul  aux  équations  changent 


(')  Avec  .M.  Picard  {Analyse,  t.  II,  p.  3i8),  nous  venons  d'avoir  recours  pour 
(■(■Lie  ilciiionstration  aux  procédés  de  Cauchy  et  aux  propriétés  des  intégrales, 
tout  en  employant  la  fonction  majorante  de  ^^'eierstrass,  plus  simple  que  celle 
de  Cauchy,  pour  établir  que  les  séries  (j3,)  sont  majorantes  relativement  aux 
séries  (aj. 

M™"  de  Kowalcvski,  dans  son  Mémoire  classique,  ne  fait  appel  qu'aux  pro- 
priétés des  séries  et  suit  pas  à  pas  la  méthode  de  Weierstrass  exposée  plus  haut 
clans  le  texte  (p.  17).  .Montrons  comment  elle  procède,  en  nous  bornant  au  cas 
d"une  seule  équation 

/    X  àv  àr        ,   ()v  ,   dy        , 

le)  -'-  =  a  -^ b  ~ r-.  ..-r-  h  -^  +  l, 

ox  fjx^  (Jx.^  âx 

et,  en  supposant  que  ses  coefficients  a,  i,  ...,  /  sont  des  fonctions  données  des 
seules  variables  x.x^,  ...,  x  ,  holomorphcs  dans  des  cercles  ayant  l'origine  pour 
centre,  et  (/•,  R,  . . .,  1'»  )  comme  rayons.  Il  faut  établir  l'existence  d'une  solution 
holomorphe  au  point  (0,0,  . .  . ,  0  ),  se  réduisant  pour  or  =  o  à  une  fonction  liulo- 
morphe  donnée  de  .r,,  ...,  j;  (nous  la  supposerons  nulle). 
Soient 

a  =  Œg-r-  a^x  -h. .  .-h  fl„a;"-t-.  . ., 

l  =  /„  -H  /,  j:  -i- . . .  -i-  /„  a;"  -i- . . . , 

les  dévcloppcmenls  sui\ant  les  puissances  de  x  des  coeflieicnls  donnés  (les  coef- 
ficients a-,  ...,  l-  sont  eux-mêmes  des  fonctions  des  variables  x^,  ...,  x\  Imlo- 
morphes  à  l'origine).  Pour  avoir  une  série 

(a)  j' =  a,a7 -I-. .  .-h  a,, x"-h. . .  (x„=o), 

s'dtisfaisanl  fo/niellemenl  à  récjuation  (e),  il  suflit  d'en  délermincr  les  coefli- 
cicnls,  fonctions  holomorphcs  de  x^,  ...,  x ,.  au  moyen  de  lidentilé 


.  =  /„ 


/,  j;  -T- . . .  -h  ^  (  a„  -h  a,  .r  -^ . . .  )  i^'-^r  —■■■)■ 


On  en  déduit  d'aliord  la  fonction  a,,  et  ensuite,  de  proche  en  proche,  les  fonc- 
tiiins    a_.,    a,.    ...    :    on    remarquera,   comme   ci-dessus,  que    les   coefficienls  des 
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ces  conditions  en  conclilions  nouvelles  ])orlanl  sur  les  inléijrales 
cherchées  et  les  fonctions  auxiliaires  introduites.  .Nous  n'avons 
commencé  à  définir  rigoureusement  les  conditions  aux  limites 
qu'en  ahordanl  l'intégration  du  svslrme  (E). 

Quand  il  s'agit  d'une  seule  é<[uation  d'ordre  m  à  ji  -\-  i  variables 
indépendantes,  renfermant  la  dérivée  d'ordre  ni  de  la  fonction  par 
rapport  à  une  variable  x  et  résolue  par  rapport  à  cette  dérivée  (') 

(a  -J-  Xi  -4-.  .  .H-  a/,7  m;  a  <<  /n), 


variables  x^,  ...,  ^_,,  clans  chaque  fonclion  a^,  s'expriment  au  mojen  d'un 
nombre  fini  de  coefficienls  appartenant  aux  fonctions  a^,  ....  l^  et  aux  fonc- 
tions a,_i,  3t,_2,  ■..,  en  additionnant  ou  en  multipliant  entre  eux  ces  coef- 
ficients. 

Four  prouver  la  convergence  de  la  série  (a),  introduisons  la  fonclion 


(,)  ;   àjr"^        -^  V    '  •    '     "■^'         '  ôx^dx''^^ 


R 

(M  désignant  le  module  maximum  des  termes  des  séries  a,  ....  /  envisagées 
comme  séries  multiples)  qui  est  majorante  relativement  à  ces  séries  (I'-  Partie, 
p.  2iG)  et  considérons  l'équation 

(«  )  -r  =  -, ^ ('+-r- 

()x         /         X, -f-..  .-Ha:  \   /        x\\         '^■^i 


••+^,,\  /        x\  y   '    'J^i       '    '^ '^-^iJ 


Une  intégrale  de  cette  équation,  holomorpiie  à  l'origine  et   s'annulant  avec  x, 

(?)  Y  =  ?,a:-i-...^?„a;"-i-..., 

sera,  d'après  les  calculs  qui  en  fourniront  les  coefficients,  majorante  relativement 
à  la  série  (a);  tout  revient  donc  à  démontrer  l'existence  d'une  série  conver- 
gente {'ft).  Pour  y  parvenir,  cherchons  une  solution  t,  dépendant  seulement  de  iF 
et  de  H(?  =  ar, -(-. .  .-f- .r  ),  c'est-à-dire  vérifiant  l'équation 


ôx 


(-HÏÏ-r) 


Pour  prouver  que  celle  fondiiiii  t,  existe  il  n'y  a  qu'à  écrire  lc(|uation  ci- 
dessu.s  sous  forme  de  déterminanl  functionnel  et  à  raisonner  comme  dans  h; 
texte. 

(')  Cf.  De  Kowalevski,  .Mémoire  cilé  (7.  de  Crelle,  t.  «0,  p.  i  î  )• 
Cette   supposition    est    nécessaire.   Si,  à    l'iiypothèse   a  <  //*,  on  ne  joint    pas 
l'hypothèse   a -t- a,  — . .  .-h  a,^  ;»,  on    peut  encore,  comme  dans   le  cas  du  texte, 
déduire  de   prr)che  en   proche,   de  r('c|nal  ion    (i),   les  valeurs  de   r  l't  de  loulc<   ses 
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l'analyse  prcccdcnle  montre  qu'en  général  une  inlégralo  esl  iW'lor- 
minée  dans  un  certain  domaine  lorscju'on  donne,  pour  une  valeur 
de  X,  les  valeurs  de  celte  intégrale  et  de  ses  m  —  i  premières 
dérivées  par  rapport  à  .r,  ces  m  valeurs  étant  comme  ci-dessus  des 
fonctions  régulières  de  J"),  .  .  .,  Xp  ('). 

209.  Revenons  sur  ce  dernier  problème  pour  en  généraliser 
l'énoncé.  Nous  considérerons  seulement  le  cas  d'une  équation  du 
second  ordre,  que  nous  supposerons  mise  sous  la  forme 

Jhn,  =  /(-T^l,   ■  ■  •,^n,y,Pi,   •  ■.,Pu,Pl\,  Pi-2,   ■■■,  P.;n-\) 

dy  d' y 

Pk  —  -T—  1  Pik  =  -. — ^^ — 

i ,  A:  =  I ,  . .  .,  jt 


dérivées  par  rapport  à  .r,  en  fonction  de  ^,,  ...,  ce  ,  pour  une  valeur  parlicu- 
liére  x,^  de  x,  dès  qu'on  suppose  connues  au  point  ^r,,  les  valeurs  de  y  et  de 
ses  m  — I  premières  dérivées  par  rapport  à  x,  en  fonction  de  x^,  ...,  x  .  Par 
suite,  on  peut  encore  former  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  a; — x„, 
qui  satisfait /or«ie//e/?(e7!^  à  IV-qualion  (i).  Mais  cette  série  a,  en  généra!,  un 
rayon  de  convergence  nul. 

M"""  de  Kowalevski  prend  comme  exemple  un  cas  particulier  de  l'équation  à 
quatre  variaijies  étudiée  par  Fourier  dans  la  théorie  de  la  chaleur;  c'est  l'équa- 
tion bien  connue 

ô-r  _  6l)_ 
àt-         ôx 

(T-y 
llegardons-la  comme  résolue   par  rapport  a   — "V  •    En   vertu  du   théorème  de 

Cauchy,  elle  admet  une  intégrale  V{x,  t),  holomorpiie  pour  t  =  o,  qui  se  réduit 
en  ce  point,  ainsi  que  sa  dérivée,  à  des  fonctions  hoiomorphes  de  x,  /i{x) 
et /^{x)^  arbitrairement  choisies. 

Regardons-la  comme  résolue  par   rapport  à  -^-   On   peut  encore  former  une 

série  entière  *l»(^,  x)  qui  se  réduit,  pour  x  =  o,  à  une  fonction  arl)itraire  9(/) 
liolomorphe  pour  f=o  et  satisfait  formellement  à  l'équation:  mais  cette  série 
est  toujours  divergente  quand  »(/)  est  pris  arbitrairement. 

M""  de  Kowalevski  a  trouvé  les  conditions  auxquelles  devrait  satisfaire  la 
fonction  o{t)  pour  que  le  développement  <I'  fût  convergent  (/.  de  Crelle.  t.  81), 

p.    22). 

Si  l'on  n'exigeait  pas  que  la  solation  '!'{/,  x)  fût  analytique,  on  pourrait  la 
déterminer  de  telle  sorte  qu'elle  prit,  pour  x  =  o,\n  valeur  arbitraire  9(<). 

L'équation  ci-dessus,  intégrée  par  Fourier,  Poisson,  Ampère  (/.  E.  P.,  t.  X, 
XVII"  Cahier,  p.  687)  a  été  étudiée  par  Riemann,  Schlafli  (/.  de  Crelle,  t.  72), 
.M.  Roussinesq  {Analyse,  t.  II),  M.  Dourlet  (Thèse,  A.  E.  N.,  1891),  M.  Appell 
(/.  M.,  1892,  p.  187),  etc. 

(')  C'est  ce  ([ur  l'on  veut  isptimi  r  ipwiiid  nu  dit  ("nie  l'intégrale  générale  iFunc 
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I.e  problème  que  nous  venons  de  traiter  peut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Etant  cIoiiiK's  un  ensemble  de  nanibres  ('Î"",  )". /'JJ, /')'yi) 
dans  le  domaine  desquels  la  fonction  f  est  réf^ulière ,  et 
deux  fonctions  cp,  (.r, ,  .  .  . ,  x„_k  ),  Oo  (•>?*),... ,  J^«_,  )  rés^ulières 
au  point  {x\,  ...,.r"^,),  on  propose  de  trouver  une  inté- 
grale y{x^^  ...,x„)  de  réfjuatio/i,  telle  que  cette  intégrale 
et  sa  dérivée  première  jKir  rapport  à  x„  coïncident  resj>ec- 
tiKcment  cnec  o,  et  '^2  sur  le  plan  ^„  =  j7)J  ('). 

Au  plan  j"„r=z^-",  on  peut  substituer  une  surface  ou  variété 
quelconque  ^„  =  '!/i  .r,,  .  .  .,  j„-\  l  dont  l'équation  soit  résolue  par 


équation  d'ordre  m  k  p  +  i  variables  indépendantes  dépend  de  m  fonctions  arbi- 
traires de /J  variables. 

Autrefois,  on  se  préoccupait  lieaucoup  du  nombre  des  fonctions  arbitraires 
qui  entraient  dans  une  intégrale  générale  :  de  là,  l'cniliarras  que  l'on  éprouvait 
en  face  de  certains  paradoxes.  Reprenons  l'équation  de  Kourier  (note  précédente). 
Son  intégrale  est  complètement  déterminée,  qu'on  j'assujetissc  aux  conditions 
initiales /,  (a?),  y";  (:r),  ou  bien  à  la  condition  initiale  9(0  (  dans  ce  second  cas, 
ou  bien  on  ne  suppose  pas  «&  analytique,  ou  bien  on  choisit  convenablement  9  ). 
Ainsi,  l'intég;rale  générale  dépend  aune  ou  de  deux  fonctions  arbitraires,  suivant 
la  manière  de  poser  le  problème. 

Quand  les  intégrales  F  et  <I>  sont  analytiques,  le  paradoxe  disparaît,  car  l'en- 
semble de  m  fonctions  ludomorphes  à  p  variables  ne  présente  pas,  au  point  de 
vue  arittimctique,  plus  de  généralité  qu'une  fonction  holomorphe  d'une  seule 
variable  :  dans  les  deux  cas,  les  cocffii  ients  forment  un  ensemble  dcnombrable 
(I"  Partie,  p.  i5).  Quand  l'intégrale  <P  n'est  pas  anal\tii]ue,  les  deux  problèmes 
posés  sont  différents. 

Aussi,  pour  reconnaître  si  une  intégrale  est  générale,  il  ne  suffit  pas  de  compter 
les  fonctions  arbitraires  ([ui  y  ligurent:  il  faut  se  reporter  à  la  définition  même 
et  au  critérium  déduit  des  théorèmes  de  Caucliy.  Cf.  Borkl,  C.  /?..  i*^'.)'>, 
I"'  semestre,  p.  077-,  Leçons  sur  la  t/iéorie  des  fonctions,  p.  1^2.  —  GounsAT, 
Équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  t.  I,  p.  3i. 

(')  Notons  que  les  conditions  initiales />_",  p''^^  sont  définies  par  les  relations 

""=(!;)■'     '■•^={7iBk)'     <'.'■  =  ■.»••■••"-"' 

(i'  =  i.2,...,//-i); 


'■■-m 


de  plus,  toutes  les  dérivées  premières  autres  que  />„  sont  <iilerminécs  sni-  la 
variété  x,,=  x^,  puisque  l'on  a  sur  cette  \ariété  ^-  =  »|(j;,,  ...,-^,.  1)  fl  'l'"-' 
d'autre  part,  i)our  tout  déplacement,  dy  —  p^dr  --       -^  p^^dx,,. 
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rapport  à  ^„,  et  chercher  une  intégrale  qui  prenne  sur  cette 
variété,  ainsi  que  sa  dérivée  par  rap|)ort  à  ^,/,  des  valeurs  déter- 
minées (').  Ainsi,  une  multiplicité  initiale  étant  définie  en  se 
donnant  arbitrairement  Xn,  y,  p,i  en  fonction  de  j-,,  .  .  .,  A'„_,, 
le  problème  de  Cauchj  consiste  à  en  déduire  une  multiplicité 
intégrale  à  n  dimensions  (-). 

Enfin,  plus  généralement,  étant  donnée  une  surface  ou  variété 
analytique  '\{oc^,  .  .  . ,  a",,)  =  o.  on  peut  chercher  une  intégrale 
qui  prenne  sur  cette  surface,  ainsi  que  l'ensemble  de  ses  dérivées 
premières,  des  valeurs  déterminées,  ces  valeurs  initiales  satisfaisant 
sur  la  surface  -1/  =  o  à  la  relation 

ch'  =  pi  dxi  -h  . . .  -^/j„  dx„. 

Tel  est,  sous  diverses  formes,  le  problème  de  lintégration 
généralisé,  au  sens  de  Cauchy. 

Le  problème  ainsi  posé  est  en  connexion  étroite  avec  laTliéorie 
des  caractéristiques.  On  entend  par  là  des  multiplicités  singu- 
lières^ et  spécialement  des  multiplicités  d'éléments  qui  ne  défi- 
nissent pas  une  intégrale  au  sens  de  Cauchj,  contrairement  à  ce 
qui  arrive  en  général  pour  les  multiplicités  d'un  même  nombre  de 
dimensions. 

Précisons  cette  notion  et,  pour  simplifier,  considérons  une  équa- 
tion linéaire  du  n^""""  ordre  à  deux  variables  indépendantes 

,)ii  Y  ()«  y  d'i  y 

et  une  courbe  G  du  plan  des  ^,:ro,  sur  laquelle  nous  nous  don- 
nons les  valeurs  de  la  fonction  y  et  de  ses  dérivées,  jusqu'à 
Tordre  n  —  i.  Le  long  de  C,  les  Ji  dérivées   de  y  d'ordre  n  —  i 


(' )  En  effet,  sur  cette  variété,  les  autres  dérivées  premières  /?,,  ...,  p„  y 
seraient  également  déterminées  en  vertu  des  relations 

Kô^Jr^^'^^'"^.  (.=.., 2,. ..,n-i). 

(-)  On  sait  que,  clans  l'espace  à  n  dimensions,  on  entend  par  surface,  par 
ligne,  par  multiplicité  ponctuelle  ou  variété  à  /.  dimensions  dos  ensembles  de 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  respcolivement  à  une  seule  relation,  à 
n  —  I  relations,  à  /;  —  /."  relations. 
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sonl  des  fonctions  connues  de  ^,  ;  par  snile,  il  en  est  de  même 
de  leurs  n  dérivées 

d"  y  d'i  Y        dxo 

ip-r-q  =  n~x). 


dx'l^' dxl        dx'{dxV'   dxt 

En  tenant  compte  de  ré(piation  (2  ),  on  a  donc  n  -+-  1  équations 
linéaires  |)Our  déterminer  les  valeurs,  le  long  de  C,  des  n  -h  i  dé- 
rivées d'ordre  n  de  r  :  elles  ont  un  système  unique  de  solutions, 
tant  que  le  déterminant  des  inconnues  est  diflerent  de  zéro.  Sup- 
posons une  courbe  C  telle  que,  en  tous  ses  points,  ce  déterminant 
soit  identiquement  nul,  c'est-à-dire  telle  (pie  l'on  ait  en  tous  ses 
points 

(3)  «o'^-"— «!>>"-' -H. .  .-1- C—n"a„=  o         (  À  =  i-^-M  • 

sur  cette  courbe,  le  problème  de  Caucliy  est  iiidétei-minc  ou 
impossible  :  une  pareille  courbe  est  dite  caractéiisiique  ('). 
Ainsi,  soit  'hi^x^^  x-^)  une  racine  de  l'équation  algébrique  (3)  : 
les  n  familles  de  courbes  caractéristiques  s'obtiendront  en  intégrant 
les  n  équations 

-j^  =  liK^Xx,  x^)  (<  =  i, n). 

Cette  notion  de  caractéristique  conduit,  dans  le  cas  des  équa- 
tions à  II  variables,  à  la  considération  de  nuiltij)licités  singulières 
à  n  —  I  dimensions,  jouissant  de  propriétés  d'indéterminations 
analogues  (-). 


§  IV.  —  Puoni.ÈMKS  i)i:  I)mu(:iu,i:ï  (3). 

iiition  d'intégrale  générale  étudiée 
grapbes  précédents  supposait  analytiques,  au  sens  de  la  théorie 


210.    La  définition  d'intégrale  générale  étudiée  dans  les  l'ara- 


(')  Voir,  par  exemple  :  Delassus,  A.  E.  N.,  i8gô,  S.,  p.  ')7  (il  supposi'  les  élé- 
ments réels  ). 

(^)  L'extension  de  la  notion  de  curactéristique  aux  équations  d'ordre  supérieur 
au  second  et  à  plus  de  deux  variables  indépendantes  peut  être  faite  dans  diverses 
directions  suivant  la  propriété  que  l'on  envisage  :  celle  qui  se  rapporte  au  pro- 
blème de  Cauchy  généralisé  est  duc  à  Heudun  {C.  /?..  1S97,  i"  semestre,  p.  ti/i; 
B.  S.  M.,  1897,  P-  108). 

Cf.  aussi  :  Goous.VT,  Équations  aux  déri<,'ecs  partielles,  t.  Il,  Cliap.  \,  189S. 
—  VoLTKRRA,  A.  M.,  t.  XVIII.  —  Le  Houx,  /.  M.,  1900.  —  Coulon,  Thèse,  190J. 

(^)  Le  Chapitre  \  complétera  ce  Paragraphe. 

V.  —  II.  4 
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des  variables  complexes,  les  éléments  des  équations  différentielles 
données  et  les  solutions  cherchées  (').  Dès  lors,  si  commode  et 
si  large  que  soit  ce  point  de  vue  pour  l'étude  des  problèmes 
d'existence,  il  faut  l'abandonner  un  instant,  soit  pour  considérer 
le  cas  où  les  données  sont  des  fonctions  de  variables  réelles,  soit 
pour  discuter,  que  les  données  soient  analytiques  ou  non,  ce  qu'il 
y  a  d'arbitraire  dans  ces  conditions  aux  limites  qui  complètent 
l'énoncé  des  questions  d'intégration  et  examiner  d'autres  défini- 
tions intéressantes  de  l'intégrale  générale  (il  y  a  une  infinité  de 
définitions  possibles)  (^).  Les  applications  pourront  servir  de 
guide,  indiquer  en  quels  termes  poser  ces  nouveaux  problèmes 
d'existence  et  orienter  vers  leur  solution.  Précisons  celte  pensée 
sur  un  exemple  fameux. 

D'innombrables  questions  d'Analyse,  de  Géométrie,  de  Méca- 
nique, de  Physique  conduisent  à  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  à  deux  variables  indépendantes  réelles, 

du  type 

d'il  ,     0-u  ô''- Il  /  Ou     Ou\ 

(f'-r-^  +  "i^-; — ^ — 1-  ^TV  =  «5  H",  y-,  II,  T~'  T-    • 
ox^  ox  f)y  oy-         '  \  dx     ôy  j 

Les  plus  simples  sont  les  équations  linéaires  ou  de  Laplace 

d'il  j     à-  H  à-  Il  du  du  

^  '  dx-  dx  dy  dy-  dx  dy 

a,  b,  .  .  .,f  désignant  des  fonctions  continues  de  x  et  )'.  Leur 
élude  se  présente  sous  des  formes  différentes  suivant  que  l'on 
considère  les  domaines  où  leurs  caractéristicjues,  c'est-à-dire  les 
familles  de  courbes  définies  par  la  relation 

a  dy-  —  •).  b  dx  dy  -t-  c  dx-  =  o, 
sont  réelles  ou  itnu i^ituiires  :  dans  le  premier  cas  [b-  —  ac  >  u), 


(')  Dans  ks  noies  nons  nous  sommes  déjà  allVanclii  i|nL'Iqncfois  de  ces  res- 
trictions. 

(^)  Voici  coninienl  A:npère  délinit  Tinlégrale  {jénérale  (/.£".  Z*.^  XVII'=  Caliier, 
p.  55o)  :  «  Pour  qu'une  intégrale  soil  générale,  il  faut  qu'il  n'en  résulte,  entre 
les  variables  que  l'on  coasidère  et  leurs  dérivées  à  l'infini,  que  les  relations 
exprimées  par  l'équation  donnée  et  les  équations  qu'on  en  déduit  en  la  différen- 
liant.  »  Une  intégrale  qui  est  générale,  au  sens  de  Cauchy,  l'est  aussi  au  sens 
d'Ampère;  M.  Goursat  a  montré  sur  divers  exemples  que  la  réciproque  n'est  pas 
vraie  {Équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  t.  II,  p.  209). 


i'K()Bm:mks  |)i;  diiuciii.kt. 


les  équaiions  sont  diles  du  lype  hyperbolique,  elles  sont  du  {vjk- 
ellipliquc  dans  le  second  (');  quand  h-—  ac  est  nul,  on  a  le  tjpe 
parabolique .  Ces  trois  tjpes  se  réduisent  respectivement,  par 
une  substitution  réelle  efFecluée  sur  les  varialjles  x  et  y,  aux 
formes  canoniques  (-) 

,    ,  d-  u  ,  du  du 

(2) ; :-  cl r-e- hfu=0, 

(3)  \u        -r- d he- r-    u  ~  o  (  A«  = \ , 

dx  ây       -^  \  ox'-         oy- J 

d-u  ,du  du         - 

—V      -^  a-, i-  e  , -fu  =  o. 

Ox-  ox  oy 


(')  On  retrouve  ainsi,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  tout  autre  que  celui  de 
Cauchy,  les  courbes  caractéristiques  définies  plus  liaul  :  de  là,  entre  deux  «jcnies 
de  problèmes  bien  différents,  appartenant,  l'un  an  doniaim^  réel,  l'auln-  au 
domaine  complexe,  un  lien  (|ue  rien  ne  faisait  prévoir. 

Cette  classification  des  équations  linéaires  du  second  ordre  à  deux  variables 
d'après  la  nature  de  leurs  caractéristiques  a  été  faite  par  Moiige.  Parmi  les  diffé- 
rences essentielles  entre  les  équations  des  deux  premiers  types  {voir  n"  217), 
signalons  ici  la  suivante  :  toutes  les  solutions  déterminées  et  continues  des  équa- 
tions du  type  elliptique  à  coefficients  analytiques  sont  analytiques  (variables 
réelles),  tandis  qu'en  général,  dans  le  cas  du  type  hyperbolique,  elles  ne  sont  pas 
analytiques.  (Picard,  J.  E.  P.,  LX'^  Gabier,  p.  9;;  iSgo;  C.  R.,  1900,  r-^  semestre, 
p.  1088;  A.  M.,  t.  XXV,  p.  i3i.  —  Cf.  aussi  Paraf,  A.  T.,  1892,  H.,  p.  72.)  Par 
exemple,  l'équation  des  cordes  vibrantes  (I"  Partie,  p.  lôo),  a  pour  inté- 
grale u  —  ^{x  —  at) -\-<i^{x  +  at).,  les  fonctions  »  et  'l  étant  arbitraires  el 
n'étant  assujetties  qu'à  avoir  des  dérivées  premières  et  secondes;  elle  a  donc  des 
solutions  continues  non  analytiques. 

M.  Picard  a  étendu  sa  proposition  aux  équaiions  linéaires  aux  dérivées  par- 
lielles  d'ordre  quelconque  n  à  deux  variables,  à  cocflicients  analytiques  :  dans 
les  régions  où  toutes  les  caractéristiques  sont  imaginaires,  c'est-à-dire  où  l'équa- 
tion en  \  (p.  49)  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  toute  intégrale  déterminée  ei 
continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  «,  est  analytique  {('.  /(.. 
1895,  2°  semestre,  p.  12). 

Pour  les  équations  à  plus  de  deux  variables,  prenons  des  cas  particulier.-. 
Soient  les  équations 

J-  u        (J-  u        (J-  u  _  0-  u        (/■  u        <)'•  u         I    0-  u 

dx'^    '    ôy'-        Oz-   ~    '  àx-        dy-        Oz-   ~  a^   i)t-  ' 

et  considéions  leurs  intégrales  déterminées  el  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
des  deux  premiers  ordres.  Pour  la  première  équation,  ces  intégrales  sont  analy- 
tiques; pour  la  seconde,  elles  ne  le  sont  pas  forcément. 

Ilappelons  qu'une  fonction  est  analytique,  régulière  ou  bolomorplie  en  un  point 
(variables  réelles),  par  exemple  à  l'origine,  lorsqu'elle  est  dévcloppabic  en  série 
multiple  entière.  Klle  est  analytique  dans  un  domaine,  lorsqu'elle  est  analytique 
en  tout  point  intérieur. 

(-)    Un   calcul    facile   montre  que    l'on    e-^t    ramené,  pour  obtenir  ces  formes 
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Parmi  les  équations  de  Laplace  du  type  elliptique,  la  plus 
célèbre  (souvent  même,  on  lui  réserve  exclusivement  le  nom 
(yéquatioji  de  Laplace)  est  l'équation  Au=  o  :  elle  se  rencontre 
dans  toutes  les  branches  de  la  science.  Elle  y  intervient  de  telle 
sorte  qu'on  est  ramené  à  en  chercher  une  intégrale  qui  soit 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  et  du 
second  ordre  dans  un  domaine  fermé  ne  se  recouvt^ant  pas{*), 


canoniques,  à  mettre  rélémeiit  linéaire  a  dy- —  2b  dx  dy  -r-  c  dx-,  suivant  les  cas, 
sous  l'une  des  formes 

A  dx  dy,     À  (  dx"-  -;-  dy"  ) ,     \  dx-, 

A  désignant  une  l'oncliun  de  x  et  y  et,  par  suite,  au  proijlème  des   Cartes  géo- 
graphiques. Sa  solution  n'exige  donc  que  l'intégration  d'une  équation  ordinaire 
du  premier  ordre   (n">  324),    qui   coïncide    ici    avec    celle   des   caractéristiques. 
Cf.  par  exemple  Paraf,  A.  T.,  1892,  H.,  p.  48. 
Dans  le  cas  particulier  des  équations  du  type  parabolique  à  coefficients  con- 

,.,,,.  .       d-u        du  ,      ... 

slants,  le  type  réduit  le  plus  important  est  celui  de  requation  y^  =  -r-  étudiée 

|.lus  haut  {cf.  DU  Bois-Reymond.  /.  de  Crelle,l.  104). 

(1)  De  pareilles  fonctions  sont  appelées  fonctions  potentiel/es  ou  fo/ictions 
harmoniques. 

Comme  tant  d'autres  notions,  celle  de  fonction  harmonique  a  été  élargie 
(  par  exemple,  on  fait  souvent  abstraction  de  la  discontinuité  des  dérivées 
secondes,  cf.  n"  307)  ou  modifiée.  Ainsi,  M.  Poincaré  désigne  par  là  les  fonc- 
tions u  de  deux  variables  qui,  étant  continues  dans  un  domaine  fermé  (D  ainsi 
que  leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  satisfont  à  l'équation  \u  -+-  Au  =  o 
et  sont  nulles  sur  la  frontière  C  de  Û). 

En  ce  sens,  la  seule  fonction  harmonique  correspondant  à  des  valeurs  néga- 
ti^'es  du  paramètre  /.  est  celle  qui  est  nulle  dans  tout  le  domaine  CO.  Relative- 
ment à  tout  contour  C,  il  existe  une  fonction  harmonique  non  nulle  dans  (D, 
pour  une  infinité  discontinue  de  valeurs  positives  (ou  complexes)  de  A  :  chacune 
d'elles  est  dite  la  caractéristique  de  la  fonction  harmonique  qu'elle  engendre. 

Voici  pour  quelle  raison  M.  Poincaré  appalle  harmoniques  ces  fonctions.  «Les 
divers  sons  simples  que  peut  émettre  une  membrane  sont  caractérisés  par  des 
r-ijuations  de  la  forme  \u  -h  /ai  =  o,  la  fonction  étant  assujettie  à  s'annuler  à  la 
frontière.  On  sait  que  ces  sons  ont  reçu  le  nom  d'harmoniques.  »  Aux  nombres 
caractéristiques  k  correspondent  les  divers  sons  que  peut  rendre  la  membrane. 
«  M.  Schwarz  a  démontré  l'existence  du  son  fondamental;  M.  Picard  celle  de  la 
première  harmonique;  je  démontre  celle  des  harmoniques  supérieures.  »  (Poin- 
caré, C.  /?.,  1894,  I"  semestre,  p.  44"-)  Ces  résultats  s'étendent  à  l'espace.  C/. 
Schwarz,  Œuvres,  t.  I,  p.  j'u.  —  Picard.  C  R.,  iSgS,  2°  semestre,  p.  5o2.  — 
Poincaré,  liendiconti  di  Palermo,  i8t)4,  p.  88.  —  Zaremba,  .4.  E.  N.,  1899, 
p.  449;  /.  M.,  1900,  p.  !\-:.  A.  T.,  1901,  p.  I.  —  KoRN,  Abhandlungen  zur  Po- 
tentialtheorie,  n°"  4  et  5,  1902.  —  Duhkm,  Leçons  sur  l'Hydrodynamique,  etc., 
t.  II,  p.  i52.  —  Voir  aussi  n°  313. 

Les  fonctions  harmoniques  ainsi  entendues  ont  une  grande  analogie  avec  celles 
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et  prenne  sur  sa  frontière  des  valeurs  données.  Voici  donc  un 
problème  d'existence  que  l'on  devra  traiter  :  c'est  \e  prohlrnie  dr 
Dirichlet  ('). 

Sa  solution  rentre  d'autant  mieux  dans  notre  cadre  que  la 
Théorie  des  fonctions  analytiques  de  variables  complexes  conduit 
précisément  aussi  à  la  recherche  de  pareilles  fonctions.  En  effet, 
une  fonction    analytique   uniforme   f[z)-=ii{x^y)-\-iv(^x^y). 


(lue  .M.  korn  a  appelées  fonctions  unùerseltes  (C.  Ji.,  igoS,  i""  semesire,  p.  .3o 
et  i48;. 

Dans  le  texte,  nous  laissons  au  mot  harmonique  son  sens  élémentaire. 

Le  problème  de  l'existence  d'une  fonction  qui  satisfasse  dans  CD  à  l'équa- 
tion \u  -H  A"M  =  0  et  dont  la  dérivée  normale  s'annule  sur  C  n'a  aussi  de  solution 
relativement  à  chaque  frontière  C  que  pour  une  suite  discontinue  de  valeurs  de  /.. 
Au  moins,  par  un  raisonnement  soumis  aux  mêmes  objections  que  celui  employé 
par  Riemann  pour  établir  le  principe  de  Dirichlet,  M.  Poincaré  a-t-il  rendu  ce 
théorème  très  vraisemblable  {American  Journal,  1890,  p.  287.  —  '/.  aus»i 
Dlhk.m,  Leçons  sur  l'Hydrodynamique,  etc.,  t.  I,  p.  272  et  288). 

(')  On  le  retrouve  dans  la  théorie  de  l'attraction  (attraction  newloniennc 
attractions  électriques  et  magnétiques),  de  la  chaleur  (propagation  de  la  chaleur 
dans  les  milieux  homogènes  et  isotropes,  c'est-à-dire  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés dans  toutes  les  directions),  etc.  Cf.  Poixcaué,  American  Journal,  1890, 
p .  211. 

Comme  problèmes  dexistcnce  analogues  ou  plus  généraux,  citons  : 

I'  Le  problème  de  V Hydrodynamique  ou  de  Neumann  :  il  consiste  à  rechci- 
cher  une  fonction  u  harmonique  dans  un  domaine  cO  et  dont  la  déri\ée  normale 
(vers  l'intérieur  ou  l'extérieur  du  domaine,  suivant  qu'il  s'agit  du  proidéme  inti-- 
rieur  ou  du  proi)lènie  extérieur)  prenne  sur  sa  frontière  C  des  valeurs  données  ■~. 

On  peut  établir  directement,  par  la   méthode  de  Neumann,   que  le   problèmr 

intérieur   plan    est   possible   lorsque    l'intégrale     /  es  ds,   élenduc   à    la    frontière 

de  ÛD,  est  nulle  :  c'est  ce  qu'a  fait  Robin  (voir  infra).  On  peut  aussi  passer  de 
ce  problème  à  celui  de  Dirichlet,  et  inversement,  au  moins  quand  le  problèinr 
de  Dirichlet  a  été  résolu  par  la  méthode  de  Neumann  (sinon,  il  faudrait  distin- 
guer entre  le  plan  et  l'espace).  Pour  le  problème  extérieur,  il  n'y  a  pas  de 
condition  de  possibilité. 

(  Prenons  le  cas  de  l'espace.  Pour  que  le  problème  intérieur  soit  possible  il  faut 

et   il  suffit  que  l'intégrale   1  -çds,  étendue   à  la  frontière  do  cD,  soit   nulle.  Le 

problème  extérieur  est  toujours  possible,  pourvu  que  la  fonction  u  s'annule  à 
l'infini.)  Cf.  Zauemba.  /.  .)/.,  190a,  p.  io3.  —  Stekloff,  A.  T.,  1900,  p.  i\q. 

2"  Le  problème  électrostatique  ou  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  dos 
corps  bons  conducteurs  soustraits  à  toute  influence  extérieure. 

Sa  solution  se  ramène  à  celle  d'un  cas  particulier  du  problème  de  Diricldoi 
{voir  DuHEM,  Leçons  sur  l'Électricité,  t.  I,  p.  i5'i;  1891),  pourvu  que  l'on  ait 
prouvé,  en  résolvant  ce  dernier  problème,  que  la  fonction  obtenue  a  des  dérivées 
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régulière  dans  un  domaine  fermé  CD  à  connexion  simple,  esl  dé- 
terminée par  la  suite  continue  de  valeurs  qu'elle  prend  sur  la  fron- 
tière G  de  CD  (1"  Partie,  p.  280).  Ces  valeurs  ne  peuvent  être 
choisies  arbitrairement,  puisque  les  valeurs  de  la  fonction  u 
déterminent  à  une  constante  additive  près  celles  de  v  (V^  Partie, 
p.  5i).  On  peut  donc  disposer  au  plus  des  valeurs  de  u  :  peut-on 
les  prendre  sur  G  dune  façon  arbitraire;  en  d'auti-es  termes, 
existe-t-il  une  fonction  harmonique  clans  le  domaine  cô  et 
prenant  sur  G  une  suite  continue  de  valeurs  données? 

Les  considérations  physiques  qui  amènent  à  poser  ce  problème 
font  pressentir  sa  possibilité  :  même  remarque  pour  les  problèmes 
similaires.  Par  exemple,  l'expérience  ne  permet  guère  de  douter 
([ue   l'équilibre  électrique  ne  soit  réalisable  ;  donc  l'écpiation  qui 


normales  sur  C.  M.  Liapoimoff  a  montré  que  cette  fonction  possède  dans  des  cas 
très  généraux  ces  dérivées  normales,  lorsque  la  méthode  de  Neumann  est  appli- 
cable à  (D  (/.  M.,  1898,  p.  240.  Ainsi  le  problème  électrostatique  est  lui  aussi 
possible.  Cf.  Stekloff,  A.  T.,  1900,  p.  220. 

3°  La  recherche  d'une  fonction  qui  satisfasse  dans  (D  à  uise  équation  de  la 
forme  Aw  -f-  ku  +  '^  =:  0  et  qui  vérilie,  sur  sa  frontière,  l'une  des  conditions  aux 
limites 

du  ,  du 

du  dn 

le  et  Ji  sont  des  constantes  données,  9  et  ij/  sont  des  fonctions  données  de  x  cl  y 
(quand  1}  est  nul,  le  premier  de  ces  problèmes  est  celui  des  membranes  vibrantes 
dont  nous  venons  de  parler).  Mêmes  problèmes  dans  l'espace. 

Il  est  assez  facile  de  passer  de  l'un  de  ces  trois  problèmes  aux  deux  autres 
(Zarejiba,  /.  M.,  1902.  —  PoiNCARE,  B.D.,  1902,  p.  347). 

C'est  en  substituant  l'équation  A«  +  hu  =  o  à  l'équation  \u  =  o  que  M.  Za- 
remba  a  pu  étendre  à  l'équation  A«<  =  o  la  méthode  de  Neumann  dans  le  cas  d'un 
domaine  à  connexion  multiple  de  frontière  quelconque  {voir  une  des  notes  sui- 
vantes). 

Parfois  on  désigne  sous  les  noms  de  premier,  deuxième,  troisième  problème 
de  Dirichlet  les  problèmes  qui  consistent  à  chercher  une  fonction  harmonique 

dans  CO  (au  sens  élémentaire  du  mot)  et  telle  que  ou  bien  u.  ou  bien  -^,   ou 

dn 

bien  — i- hu  (h  étant  un  nombre  né:;atif)  prenne  sur  C  des  valeurs  données. 

dn  --        j  i 

Les  problèmes  de  Dirichlet  généralisés  sont  les  problèmes  analogues  relatifs  aux 
équations  de  Laplace  généralisées.  Enfin,  on  est  souvent  conduit,  en  Physique 
mathématique,  à  des  problèmes  mixtes,  c'est-à-dire  tels  que  les  valeurs  de  u 
soient  données  sur  une  partie  de  C,  et  celles  de  sa  dérivée  normale  sur  l'autre 
partie.  (Sur  ces  équations,  cf.  Hadamard,  Leçons  sur  la  Théorie  des  ondes  et 
les  équations  de  l'Hydrodynamique,  lyo'iO 
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exprime  cet  équilibre  admet  une  solution.  Cette  équation  n'est 
autre  que  l'équation  Am  =  o,  intégrée  avec  des  conditions  aux 
limites  qui  sont  un  cas  particulier  de  celles  de  Diriclilet;  donc, 
dans  ce  cas  particulier,  on  a  une  pi-ein'e  physique  de  la  pos- 
sibilité du  problème  de  Diriclilet.  Le  cas  général  s'y  ramène 
(p.  53,  note). 

Qu'un  pareil  raisonnement  suffise  dans  une  science  cjui,  comme 
la  Physique,  part  d'expériences  toujours  approximatives,  puis  les 
traduit  en  langage  analvli(jue  par  des  équations,  au  moyen  di; 
considérations  qui  ne  sont  jamais  d'une  rigueur  parfaite,  on  peiil 
l'admettre.  Evidemment  ici  nous  ne  saurions  nous  en  contenter  : 
de  plus,  une  telle  solution  ne  se  prête  pas  au  calcul.  Etudiot)> 
donc  analytiquement  les  problèmes  de  Diriclilet. 

Posés  antérieurement  à  Diriclilet  sous  une  forme  à  peu  près 
équivalente  par  Green  0(1828),  par  Gauss  (2)  (iBSg),  et  par 
Sir  W.  Thomson  (1847),  ''^  *^"'-  ^^^  précisés  par  Riemann  ('). 
Si  la  méthode  suivie  par  ce  géomètre  fait  intervenir  un  mode  de 
raisonnement  peu  rigoureux,  c'est  à  lui  néanmoins  que  revient 
la  gloire  d'avoir  été  l'initiateur  et  d  avoir  montré  la  fécondité  de 


(')  Essay  OH  the  application  of  mathematicul  Analysis.  iSifS.  —  \oir  infra, 
Qo  315. 

(2)  Œuvres,  t.  V,  p.  ■î\?>. 

(')  Cf.  RiEMANN,  Dissertation  inaugurale,  i8.3i  {Œui'res,  trad.  p.  3(3)  el 
J.  de  Crelle,  t.  54,  p.  m. 

En  dehors  de  ses  leçons  orales,  Dirichlet  n'a  rien  publié  sur  les  problèmes 
proprement  dits;  mais,  avec  Gauss,  il  s'est  servi  du  mode  de  raisonnement  em- 
ployé plus  tard  par  Riemann,  pour  obtenir  d'importants  tliéorcmes  dans  la  lliéoric 
du  potentiel.  C'est  à  ce  procédé  de  raisonnement  lui-même  que  lîieinann,  en 
l'honneur  de  son  maître,  a  donné  le  nom  de  principe  de  Dirichlet.  Le  principe 
ainsi  entendu  n'est  rigoureux  que  si  l'on  admet  un  postulatum  d'après  loque! 
les  problèmes  ont  toujours  une  solution  (n"  210). 

Parfois  aussi,  sous  le  nom  de  principe  de  Dirichlet,  on  eniend  le  posliilulum 
ou  le  théorème  affirmant  l'existence  d'une  solution. 

Un  peu  avant  Riemann,  Thomson  (/.  M.,  18^7,  p.  '196)  avait  fait  usapc  du 
raisonnement  en  question  (relatif  à  l'existence  du  minimum  d'une  intégrale, 
voir  infra  n°  216)  à  peu  près  sous  la  forme  même  employée  par  Riemann,  et 
ainsi  avait  résolu  le  second  problème  de  Dirichlet.  De  là  le  nom  de  principe 
de  Thomson  que  les  géomètres  anglais  donnent  parfois  au  principe  de  Dirichlet. 

La  critique  que  nous  ferons  plus  loin  du  principe  de  Dirichlet  s'applique  à 
tous  les  raisonnements  analogues,  par  exemple  à  celui  que  l'on  avait  fait  pour 
établir  directement  (par  des  considérations  de  minima)  la  possibilité  de  l'étiui- 
libre  éiectroslatique. 
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la  question  (').  Aujourd'hui,  on  en  possède  plusieurs  solutions  à 
l'abri  de  toute  objection,  qui  non  seulement  sont  valables  quand 
la  frontière  des  domaines  considérés  est  formée  de  courbes  analy- 
tiques, mais  que  l'on  vient  d'étendre  à  des  domaines  quelconques, 
quel  que  soit  leur  ordre  de  connexion  et  la  nature  de  leur 
frontière. 

211.  Nous  nous  bornerons  ici  aux  procédés  qui  permettent 
de  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  des  domaines  quel- 
conques, ou  du  moins  dans  des  cas  très  généraux;  aussi  nous 
n'insisterons  pas  sur  les  résultats  obtenus  par  Lamé,  Jac  obi  el 
SirAA  .  Thomson,  Lamé  et  Jacobi  ont  montré  le  rôle  que  le  chan- 
gement de  variables,  spécialement  le  passage  des  coordonnées 
cartésiennes  rectangulaires  à  des  coordonnées  curvilignes  ortho- 
gonales, peut  jouer  dans  l'intégration  de  l'équation  A?^  =  o; 
dans  des  cas  particuliers,  celte  transformation  rend  l'intégration 
facile  (-).  Sir  W.  Thomson  a  tiré  parti  de  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques  :  grâce  à  elle,  lorsqu'on  sait 
résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  un  domaine  (dans  le  plan 
ou  dans  l'espace),  on  sait  le  résoudre  pour  tous  les  domaines  que 
l'on  en  déduit  par  inversion  (•^). 

Quant  aux  procédés  généraux,  nous  les  rangerons,  par  ordre  de 
date,  sous  les  titres  suivants  : 

Méthode  du  passage  à  la  limite  par  procédé  alterné  ;  elle 
est  due  à  jM.  Schwarz  (  '). 


(')  Riemann  faisait  hardiment  i-eposer  sur  ce  principe  son  théorème  de  la 
représentation  d'un  domaine  simplement  connexe  sur  un  cercle  (plus  générale- 
ment de  la  représentation  d'un  domaine  appartenant  à  une  surface  de  Riemann 
sur  un  pol^'gone,  proposition  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  les  travaux  de 
MM.  Poincaré  et  Klein),  son  théorème  de  l'existence  d'une  classe  de  courbes  algé- 
briques correspondant  à  une  surface  de  Riemann  à  m  feuillets  donnée  a  priori, 
et  sa  grandiose  Théorie  des  intégrales  abéliennes. 

(-)  Lamé,  /.  M.,  1837,  p.  1^57;  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  iSSg. 
—  Jacobi,  J.  de  Crelle,  t.  36,  p.  ii3.  —  Voir  aussi,  sur  cette  question  et  les 
suivantes,  Duhem,  Leçons  sur  l'Électricité,  t.  I,  1891. 

(^)  Thomson,  /.  M.,  i845  et  1847;  ^^'"^  spécialement  i8')7,  p.  276.  Nous  allons 
y  revenir  à  propos  du  problème  extérieur. 

(^)  En  voici  le  principe  :  supposons  que  l'on  sache  résoudre  le  problème  de 
Diricldet    pour  deux  contours  convexes  se  coupant  en   deux  points;  on  peut  le 
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Méthode  de  la  moyenne  aritlunélique  ou  de  C.  Neumann  fini 
donne  la  solution  cherchée  sous  la  forme  d'un  potentiel  de  double 
couche  ('  ). 


résoudre  pour  le  contour  non  convexe  formé  par  l'ensemble  des  deux  premiers 
(dans  cliaque  contour,  on  supprime  ce  qui  est  intérieur  à  l'autre).  Ainsi,  de  la 
solution  du  problème  de  Diriclilet  pour  deux  domaines,  on  passe  à  sa  solution 
pour  une  infinité  de  domaines  résultant  de  la  combinaison  de  domaines  successifs 
(ScHWARZ,  Œuvres,  t.  II,  p.  i33,  1Ô7,  3o3  ). 

La  première  solution  rigoureuse  du  problème  de  Diriclilet  est  celle  que 
M.  Schwarz  a  déduite  de  la  représentation  conforme  (1870).  ChristolTel  (Annali 
di  M..  1867  et  1870)  et  .M.  Schwarz  {Œuvres,  t.  II,  p.  65,  80,  ro8,  211;  X.  A., 
1897,  P-  -''^)  avaient  obtenu  la  représentation  conforme  sur  la  surface  d'un  cercle 
d'aires  limitées  par  des  polygones  ou  des  arcs  de  cercle  (voir  aussi  Sculaffli, 
J.  de  Crelfe,  t.  78),  et  par  suite  avaient  résolu  le  problème  de  Dirichlel  pour 
ces  polygones  (n°'  309  et  328).  M.  Schwarz  prouva  qu'en  inscrivant  dans  une 
courbe  convexe  C  des  polygones  dont  les  côtés  tendent  vers  zéro,  des  méthodes 
de  convergence  déterminée  donnent  la  représentation  sur  un  cercle  de  l'aire 
limitée  par  C  (  Christodel  avait  aussi  étendu,  par  voie  de  limite,  ses  théorèmes 
de  représentation  à  des  domaines  limités  par  des  courbes  de  courbure  continue, 
même  quand  celte  continuité  cesse  en  certains  points;  GoUinger  .\ .,  1870, 
p.  383). 

M.  Schwarz  montra  ensuite  (|ue  la  région  avoisinant  un  segment  assez  petit 
d'arc  régulier  de  courbe  analyli(|ue  peut  être  représentée  sur  un  plan  d'une  ma- 
nière conforme,  de  telle  sorte  qu'à  cet  arc  corresponde  un  segiiienl  de  droite.  Le 
procédé  alterné  lui  permettait  alors  d'étendre  sa  solution  aux  domaines  convexes 
ou  non,  limités  par  des  arcs  réguliers  de  courbes  analytiques,  ([uel  que  fût  leur 
ordre  de  connexion. 

Pour  le  plan,  cf.  Pk:.\rd,  Analyse,  t.  H,  p.  77  et  288.  —  J.  IIif.maxn,  .1.  E.  A., 
1888.  —  koux,  Lehrbuch  der  Potentioltheorie.  —  Pour  l'extension  du  procédé 
alterné  à  l'espace,  cf.  Zaremba,  A.  £'.  iV.,  iSt)-.  —  Korn,  Abhandlungen  zur 
Polentiallheorie,  n°  1 :  1902. 

C)  Bericlite  der  Sàchsischen  G.  d.  IV.,  1870;  et  surtout  Untersucliungen 
liber  dus  L.  und  .\.  Potcnlial,  1877;  Abhand.  der  Sàchsisclien  G.  d.  \\\,  18S7. 
Voir  aussi  .1/.  A.,  t.  \I  et  .Mil. 

M.  C.  .Neumann  ne  prouve  la  convergence  des  séries  ncumanuicnnes  que  dans 
le  cas  des  domaines  qui  sont  convexes,  ou  mieux  ne  sont  jamais  concaves  [en  ce 
cas,  sa  méthode  a  été  simplifiée  par  KircliholT  (.4.  M.,  t.  XIV,  p.  179)!;  mais  il  a 
indiqué  une  méthode  cnnibcnaloire,  qui  correspond  au  procédé  alterné,  cl  permet 
de  passer  à  des  domaines  <|uclconques  en  les  divisant  en  domaines  convexes. 

La  méthode  de  Neumann  a  été  modifiée  par  M.  Poinrari-,  qui  l'a  étendue  (Ir 
principe  de  Dirichlel  supposé  démontré)  à  tous  les  domaines  simplement  con- 
nexes, convexes  ou  non  (.1.  A/.,  t.  XX,  p.  09  :  ce  qui  empêche  la  preuve  de 
M.  Poincaré  de  s'appliquer  aux  domaines  d'un  ordre  quelconque  de  connexion, 
c'est  qu'il  fait  usage  d'une  transformation  non  valable  pour  ces  domaines);  par 
M.  Hilbert  (Moble,  Gôttinger  i\.,  1896,  p.  191;  E.-H.  Necmann,  M.  A.,  t.  LV, 
p.  4);  par  '^ï-  Stckloir  qui  l'étcnd,  indépendamment  cette  fois  du  principe  de 
Dirichlel  et  en   s'affranchissant  partiellement  de  la  t^an^formation  de  M.   Poin- 
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Méthode  du  balayage,  due  à  M.  Poincaré  ('). 
Méthode  de  D irichlet-Hilbert . 

Dans  les  méthodes  de  MM.  Schwarz  et  Ncumann,  on  forme  une 
suite  de  fonctions  harmoniques  telles  que  leurs  valeurs  sur  la 
frontière  G  du  domaine  cD  considéré  tendent  vers  les  valeurs  don- 
nées. Inversement,  dans  la  méthode  du  balayage,  on  détermine 
une  suite  de  fonctions  u  prenant  sur  C  les  valeurs  données,  et 
telles  que  la  suite  des  valeurs  de  Am  dans  CO  tende  vers  zéro. 

Les  méthodes  de  ]MM.  Schwarz  et  Poincaré  sont  plutôt  en  elles- 
mêmes  des  démonstrations  de  la  possibilité  du  problème  de 
Dirichlet  :  celle  de  la  moyenne  arithmétique  se  prête  d'une 
manière   simple  au  calcul   effectif  de   la  solution;  elle  en  donne 


cai'é,  à  tous  les  domaines  fermés  dans  des  cas  très  généraux  {^A.  T.,  1900,  p.  254)  i 
par  M.  Korn,  qui  emploie  une  combinaison  des  procédés  de  MM.  Neumann, 
Schwarz,  Poincaré  {Lehrbuch  der  Potentialtheorie,  1899  et  1900). 

Enfin,  M.  Zaremba,  en  s'affranchissanl  de  la  transformation  de  M.  Poincaré 
(/.  M.,  1902,  p.  59)  et  M.  Ivorn  {Abhandlungen  zur  Potentialtheorie,  1902; 
C.  R.,  1902,  2=  semestre,  p.  23i  ;  voir  aussi  p.  94  )  ont  fait  disparaître  les  dernières 
restrictions  :  leur  solution,  applicable  à  tous  les  domaines  à  connexion  simple  ou 
muUipIe,  dont  les  frontières  ont  une  courbure  continue,  apparaît  comme  défi- 
nitive au  point  de  vue  de  la  généralité.  M.  C.-R.  Neumann  vient  aussi  d'étendre 
la  méthode  de  Neumann  aux  domaines  à  connexion  multiple  dans  des  cas  très 
généraux  {M.  A.,  t.  LVI,  p.  49). 

Sur  les  fonctions  fondamentales  que  M.  Poincaré  a  introduites,  cf.  Zaremba, 
A.  E.  N.,  1903,  p.  I. 

A  la  méthode  de  Neumann  se  rattache  celle  de  Robin  (C.  R.,  1887,  '"  semestre, 
p.  1834.  Cf.  les  auteurs  précédents,  et  Liapounoff,  /.  M.,  1898,  p.  241  ;  Le  Uoy, 
A.  E.  N.,  1898).  l^obin  substitue  des  potentiels  de  simple  couche  ou  potentiels 

de   couches  alliranles  minces  étalées  sur  un  contour     /  0  lo'^  ~ds  aux  potentiels 

de  double  couche     1     p- — ds   employés  par  Neumann  (p  est  une  fonction 

de  l'élément  d'inlégrution  appelée  densité  ou  épaisseur),  et  est  conduit  à  inté- 
grer   l'équation    Am  =  o    en    prenant   d'abord   la   condition   aux   limites    -—  =  <li. 

dn 

L'expression  de  potentiel  de  double  couche  est  justifiée  parce  qu'on  la  regarde 
comme  le  potentiel  dû  à  deux  couches  attirantes  infiniment  rapprochées  l'une  de 
l'autre,  cl  telles  qu'en  deux  points  correspondants  de  ces  couches  les  densités 
soient  égales  et  de  signes  contraires,  et  d'ailleurs  très  grandes. 

(')  FoiNCAUÉ,  American  Journal,  1890.  —  MAL  Paraf  (A.  T.,  1892)  et  Le 
I\oy  {A.  E.  N.,  1897,  P-  4°'  ')  '898)  ont  étendu  et  précisé  cette  méthode.  Cf.  aussi 
PoiNCAUK,  Potentiel  newtonien.  —  Picard,  Analyse,  t.  IL 


i'«om.i:.\ii>  i)i;  dikiciilkt.  "ly 

Texpression  anal\  tique  sous  forme  de  séries  diles  séries  de  Neu- 
mann  ('). 

Ici,  nous  exposerons  en  détail  la  méthode  de  Neumann,  el  nous 
donnerons  le  principe  de  celle  de  Dirichlet-IIilJjcrt. 

212.  On  distingue  le  problrme  intérieur  et  le  |)iol)lème  exté- 
rieur. 

PuOBLÈME  lATÉRiEuu.  —  Uii  clomaine  borné  (D  à  connexion 
simple  ou  multiple  a  une  frontière  C  dont  les  points  sont 
définis  par  les  valeurs  d'un  paramètre  t  (-);  une  J'onclirui 
de  deux  variables  réelles  prend  sur  celle  frontière  une  suite 


(•)  Quant  aux  lliéorémes  d'exislenct-  relatifs  aux  équations  «le  Laplace  géné- 
ralisées (spécialement  aux  équations  \u  -h  ku  =  o.  A«  —  A--e"=  o)  et  à  la  déter- 
mination de  leurs  intégrales  par  des  conditions  aux  limites  de  l'un  des  types 
ci-dessus,  on  a  tenté  d'y  parvenir  par  les  approximations  successives,  le  balayage, 
le  procédé  alterné,  lexlension  do  proche  en  proclie  d'un  cliamp  d'intégration 
d'abord  très  petit.  Cf.  Schwarz,  Œuvres,  t.  I,  p.  ;>'|i.  —  Picaud,  y.  F.  P.,  i8f)o: 
y.  M.,  1890,  189.3,  1896,  1898,  1900;  A.  .)/.,  t.  XII  et  XXV.  —  PoiNCAisK,  Rendi- 
conti  di  Palermo,  189^;  /.  M.,  1898.  —  Paraf,  A.  T.,  1892.  —  Le  Roy,  A.  E.  X.. 
1897.  —  Zaremba,  J.  m.,  1897;  >1.  E.  .\.,  1899.  —  LiXDEBF.HG,  A.  E.  N.,  1901.  — 
Stekloff,  a.  e.  \.,  1902. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  (3)  (p.  5i)  :  M.  Picard  a  établi  l'existence 
d'une  solution  prenant  sur  un  contour  su  ([Isa  m  me  ni  pelil  régulièrement  analy- 
tique, une  suite  continue  de  valeurs  données.  Sa  démonstration  suppose  seule- 
ment, ou  bien  que  les  coefficients  d,  e,  f  sont  analytif|ucs  {J.  E.  P.,  1X90 ; 
A.  M.,  t.  XXV),  ou  bien  que  ces  coefficients  ont  des  dérivées  premières  continues 
et  que  la  fonction  donnée  sur  le  contour  a  des  dérivées  des  trois  premiers  ordres 
(/.  M.,  1890  et  1900;  C.  JR.,  1900,  i"  semestre,  p.  '|47).  H  a  fait  ensuite  rexlensioii 
de  ses  solutions  par  une  sorte  de  méthode  de  jMolongement  analytique  imitée  <lu 
procédé  alterné  ( /.  M.,  1896,  1898;  A.  M.,  t.  WV,  p.  i36).  Son  analyse  s'étend 
à  l'espace  à  trois  dimensions. 

La  méthode  des  approximations  successives  a  encore  |)crmis  à  .M.  l'iranl  de 
former  l'intégrale  de  l'équation  (2)  (p.  5i)  qui  se  réduit  pour  x  -'- x„  à  une  fnm- 
lion  donnée  de  y,  et  \)ijuv  y  =^  y^  à  une  fonction  donnée  de  x;  ou  bii-n  encore 
celle  qui  se  réduit  pour  y  ■=  o  cl  y  =  x  respectivement  à  deu\  fonctions  don- 
nées de  X  (  Dakiîoux,  Surfaces,  t.  IV,  Note  I).  Dans  le  cas  où  les  lonclinns  rf,  e,  f 
sont  analytiques  C  variables  complexes)  on  prouve  facilement  l'i-xistence  de  ces 
intégrales  par  la  méthode  des  limiles;  mais  un  rjisonncment  direct  est  néces- 
saire, puisque  l'équation  n'est  pas  sous  une  forme  nù  le  théorème  de  M""'  de 
Kowalevski  (p.  '|0  et  45)  est  applicable. 

(-)  Pour  abréger,  nous  désignerons  chaque  point  de  C  par  la  lettre  /  ellc-n)ème. 
Les  notations  <s{t),  »,  cp(a,6)  serviront  à  représenter  les  valeurs  d'une  fonction 
respectivement  en  un  point  particulier  t  de  C,  sur  le  contour  C,  en  un  point  {a.  h) 
intérieur  ou  extérieur  à  C. 
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uniforme  et  continue  de  irt leurs  'f{t)  choisies  arbitraire- 
ment (');  un  point  variable  A  intérieur  au  domaine  a  pour 
coordonnées  a  et  b. 

On  demande  de  former  une  fonction  u[a^  b)^  uniforme  et 
continue  dans  cD  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux 
premiers  ordres,  vérifiant  l'écjuation  de  Laplace,  et  prenant 
sur  C  les  valeurs  es  [o/«  veut  dire  par  là  que  la  fonction  u{a^  b) 
doit  tendre  vers  la  valeur  o(^),  lorsque  le  point  A  tend  vers  le 
point  t  par  un  chemin  quelcojvouf,  intérieur  à  cD]. 

Problj:mk  extéuieuk  .  —  Suit  lO^  la  région  extérieure  à 
n  courbes  fermées  Ce  extérieures  les  unes  aux  autres,  et  dès 
lors  s' étendant  à  l'infini  dans  tous  les  sens.  On  demande  de 
former  une  fonction  harmonique  dans  iOe,  et  prenant  sur  sa 
frontière  Ce  des  valeurs  continues  données  (-). 

Toute  Iransformaiion  (^x,  y;^{x,  y),Y  (x,  y)),  qui  permet  de 
représenter  deux  domaines  l'un  sur  l'autre  d'une  manière  biuni- 
voque  et  conforme,  remplace  une  fonction  «(j?,  y)  harmonique 
dans  le  premier  domaine  par  une  fonction   ;/,(.r,j)^)  harmoni'|ue 


(')  Dans  une  noie  précédente,  nous  disions  qu'on  est  parvenu  à  étendre  la 
solution  du  problème  de  Dirichlel  à  tous  les  domaines,  quels  que  soient  leur  ordre 
de  connexion  et  la  nature  de  leur  frontière.  Peut-on  à  un  autre  point  de  vue  en 
généraliser  l'énoncé,  et  ne  plus  exiger  que  la  suite  '^{t)  des  valeurs  données  soit 
continue  sur  C? 

Supposons  ce  contour  C  analytique  (n°2.37).  D'après  un  théorème  de  M.  Pain- 
levé  (I"  Partie,  p.  270,  note),  quand  une  fonction  u{a.b)  est  uniforme  et  con- 
tinue dans  un  domaine  (.0  et  prend  une  valeur  déterminée  » (^)  en  chaque  point 
de  sa  frontière  C,  ^{t)  est  fonction  continue  de  l'arc;  ainsi  la  fonction  ç(<)  doit 
être  continue  le  long  de  tout  arc  régulier  de  C.  Si  C  a  des  singularités,  la  fonc- 
tion 9(0  peut  passer  brusquement  d'une  valeur  yZn/e  à  une  autre  valeur  yZ/n'e  en 
un  nombre  limité  de  points  singuliers  t.  Dans  ce  dernier  cas,  le  problème  de 
Dirichlet  est  encore  résoluble,  en  ce  sens  que  l'on  peut  trouver  une  fonction  har- 
monique dans  (D,  prenant  les  valeurs  déterminées  »(f)  aux  divers  points  t  de  C, 
sauf  aux  points  x,  et  n'ayant  aux  points  t  aucune  valeur  déterminée  d'avance  : 
sa  solution  s'obtient  par  des  modifications  simples  des  méthodes  signalées  plus 
haut.  (Pour  le  plan,  cf.  Harxack,  Grundlagen,  etc.,  p.  96.  —  J.  Hiemaxx, 
A.  E.  N.,  1888,  p.  352.  —  Pour  l'espace,  cf.  Zahemba,  A.  E.  N.,  1897.) 

(^)  Le  problème  intérieur  se  pose  de  la  même  manière  dans  le  plan  et  dans 
l'espace.  I-.c  problème  extérieur  a  deux  énoncés  différents  :  dans  l'espace,  il  con- 
siste à  former  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions  ci-dessus  et  de  plus  s'an- 
nulanl  à  f  infini. 
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dans  le  second  (').  Par  suile,  quand  on  sait  représenter,  l'une  sur 
l'aulre,  d'une  manière  conforme,  deux  aires  Cô  et  (ô,  simplement 
connexes,  si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Diiiclilct  pour  lO,, 
on  sait  le  résoudre  pour  cO  (-).  On  en  conclut  cpie  les  deux  pro- 
blèmes intérieur  et  extérieur  sont  équivalents  :  il  suClira  de  s'oc- 
cuper du  problème  intérieur  (•'). 


(')  En  elTel,  soient  ç  cl  v,  les  fonctions  complémentaires  de  u  et  de  u^. 
Posons  u  +  iv  =  f{x  -\-  iy)  tl  \  -\-  i\  —  ■ç{x  -\-  iy).  La  transformation  indiquée 
dans  le  texte,  ou  ce  qui  revient  au  même  la  transformation  {x  -\-  iy^\  -^  i\) 
appliquée  à  la  relation  u  -{-  iv  ^  f{  x  -\-  iy),  donne 

«,+  /r,  =  /(cp(j7-:-  iy)), 

ce  qui  prouve  (I'''  Partie,  p.  5^)  que  la  fonction  u^  est  harmoni(|ue.  puisque  la 
fonction  a  est  analytique  (  n°  323)  ainsi  que  la  fonction  /. 

On  pourrait  aussi  montrer,  par  un  calcul  direct,  que  Aw,  et  \u  ne  diirèrenl 
que  par  un  facteur  positif. 

Quant  au  problème  d'existence  suf  une  surface  de  Hiemann  ouverte  ou  fermée 
de  fonctions  harmoniques  dans  un  domaine,  prenant  sur  sa  frontière  des  valeurs 
données  et  admettant  des  périodes  données,  nous  renvoyons  au  Traité  d'Ana- 
lyse de  M.  Picard  (t.  II,  Chap.  XVi);  celle  question  fondamentale  y  est  résolue 
à  l'aide  du  procédé  alterné  de  M.  Scliwarz.  Disons  seulement  en  général  que  l'on 
peut  étendre  aux  surfaces  de  Hiemann  la  notion  des  fonctions  harmoniques,  leurs 
théorèmes  d'existence,  leurs  développements  en  série,  puisqu'une  représentation 
conforme  remplace  une  fonction  harmonique  par  une  fonction  harmoni(|ue  (infra, 
Chap.  X). 

(-)  C'est  un  corollaire  de  la  remarque  précédente.  Cf.  Schwarz,  Œuvres, 
t.  II,  p.  i48.  —  J.  Hiemann,  A.  E.  N.,  1888,  p.  3.5i.  —  Dahboux,  Théorie  des 
surfaces,  t.  I,  p.  170. 

(^)  Parmi  les  tiansformalions  conformes  permettant  de  ramener  le  domaine  (0^ 
à  un  domaine  (D,  ou  inversement,  on  fait  ordinairement  choix  avec  Thomson  de 
Vinversion  (pour  le  cas  de  Vespace,  ce  choix  s'impose,  n"  3"28);  cest  ntème  ce 
qui  conduit  à  poser  difl'éremmenl  le  problème  de  Diiichlet  dans  le  plan  et  dans 
l'espace.  Expliquons-en  la  raison. 

Occupons-nous  d'abord  du  plan.  Prenons  comme  centre  d'inveision  un  point 
intérieur  au  domaine  fÔ  (nous  supposons  qu'on  l'a  ramené  à  l'origine)  et  comme 
puissance  d'inversion  l'unité.  La  transformation  correspondante,  c'est-à-dire  la 
substitution 

(-^•^  ?=•$)• 

où  l'on  a  posé 

x''--\-y-=  /•■-, 

remplace  le  domaine  d-')  de  frontière  G  par  un  domaine  Ct>^.  de  frontière  C^.,  cl 
une  fonction  u{x,y),  harmonique  dans  (Ô  et  se  réduisant  à  »(/)  sur  C,  par  une 

fonction  ul—,^\  ou   u^{x,y)   harmonique  dans  (0,  et  égale  à  'ojt)  sur  C^. 

La  fonction  ç^  est  bien  déterminée  sur  C^,  puisque  la  correspondance  biunivo(|ue 
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Monlrons  ici  qu'il  admet  une  solution;  nous  verrons  plus  tard 
que  celte  solution  est  unique  (n°  313)  ('). 

213.  SoluLion  de  M.  Cari  Neumann.  —  Nous  étudierons 
seulement  le  cas  oii  le  contour  C  est  à  connexion  simple,  a  en 
chaque  point  une  tangente  déterminée  et  variant  d'une  manière 
continue  (sauf  peut-être  en  un  nombre  fini  de  points  anguleux,  où 
il  V  aurait  deux  tangentes)  (2),  et  enfin  est  convexe,  c'est-à-dire 
est  coupé  par  une  droite  en  deux  points  au  plus  [^). 

Établissons  d'abord  quelques  iemmes  relatifs  à  l'intégrale  de 
Gauss,  et  à  cette  intégrale  généralisée. 

Intégrale  de  Gauss.  —  Considérons  une  intégrale  curviligne 
analogue  à  l'intégrale  dite  de  Gauss,  et  posons 


f  ros( 


ds  =     j  ,        ds; 

.  ,f  an 


entre  les  domaines  s'étend  à  leurs  frontières.  Ainsi  le  problème  de  Dirichlet 
intérieur  se  ramène  au  problème  extérieur  et  inversement.  Notons  qu'au  point 
infini,  qui  est  l'homologue  du  pôle  de  la  transformation,  la  fonction  u^{x,y) 
prend  une  valeur  Lien  déterminée,  puisqu'elle  correspond  à  la  valeur  a(o,  0). 

Dans  le  cas  de  l'espace,  si  la  fonction  u(x,y^2)  est  harmonique  dans  une 
sphère  ayant  l'origine  pour  centre,  c'est  la  fonction 

-«    -,  =^,  -     =  i/.ix,y.  z)        {x--hy-—  z-=  /-) 
r     \i-     I-     I- J 

qui  sera  iiarmonique  à  son  extérieur.  Des  lois,  on  est  amené  à  faire  correspondre 
à  une  fonction  u,  harmonique  dans  le  voisinage  de  l'origine,  une  fonction  u^ 
harmonique  pour  des  valeurs  très  grandes  de  la  variable  et  qui  s'annule 
à  l'injini. 

Remarquons  du  reste  qu'à  l'infini  les  potentiels  logarithmique  et  newtonicn, 
dont  nous  dirons  les  rôles  dans  le  plan  et  dans  l'espace,  ne  se  comportent  pas  de 
la  même  manière  :  log/— *  est  infini  et  i—^  s'annule.  {Cf.  Poincaré.  Potentiel 
newtonien,  p.  192  et  199.  —  Appell,  A.  M.,  t.  IV,  p.  323.) 

(  '  )  Si  toute  démonstration  rigoureuse  de  la  possibilité  d'un  problème  en  est  uni- 
solution,  néanmoins  cette  solution  est  souvent  impropre  au  calcul  numérique: 
aussi  nous  distinguerons  trois  questions  :  la  preuve  de  l'existence  d'une  solution, 
sa  recherche  clfective,  la  preuve  de  l'existence  d'une  solution  unique  (des  trois 
questions,  cette  dernière  est,  en  général,  la  plus  facile  à  résoudre). 

{')  La  démonstration  montrera  que  le  cas  du  triangle  et  celui  du  quadrilatère 
sont  exclus;  mais  par  plusieurs  méthodes,  par  exemple  par  le  piocédé  alterné, 
on  peut  la  rendre  applicable  à  ces  cas. 

(')  Par  suite,  nous  pourrons  profiler  des  simplifications  apportées  par  KirchliolF 
(p.  57,  note).  Cf.  aussi  Pic.\RD,  Analyse,  2'  édit.,  t.  I,  p.  172. 
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/•  désigne  la  distance  d'un  point  variable  M  du  conlonr  fermé  C 
à  un  point  fixe  A  {Jïg.  i);  w  est  l'angle  de  la  normale  intérieure 
à  C  avec  la  direction  AIA;  dn  et  ds  sont  les  dirférenlielles  dans  les 


déplacements  sur  cette  normale   intérieure  et  sur  le  contour  C 
L'identité  des  deux  expressions  de  S^^  résulte  de  la  relation 

dr  =  —  coso)  dn. 
Cette  intégrale  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  — ^  ds  est  l'angle  sous  lequel  on  voit,  du  point  A,  l'élé- 
ment ds;  dès  lors  S^a^  somme  des  angles  sous  lesquels  on  aperçoit 
les  éléments  de  C,  a  pour  valeur  2-,  r.,  o,  suivant  que  le  point  A 
est  intérieur  au  contour  C,  sur  ce  contour,  à  son  extérieur  ('). 

Par  suite  cette  intégrale,  considérée  comme  fonction  des  coor- 
données (rt,  b)  de  A,  est  discontinue  quand  ce  point  traverse  C. 

2°  Partageons   le   contour  C  en    deux   parties  c  et  c';  soient  / 


(')  Si  le  contour  a  en  un  de  ses  points  A'  deux  tangentes  faisant  un  angle  a 
(ce  qui  arrive  par  exemple  quand  des  droites  font  partie  de  C),  l'intégrale  u  pour 
valeur  a  au  point  A'  (a  <•;:). 

Dans  le  cas  de  trois  variables,  les  propositions  ci-dessus  deviennent  les  lem/iies 
de  Gauss;  ce  géomètre  s'en  est  servi  pour  résoudre  le  problème  de  Tatlruclion 
des  ellipsoïdes  {Mémoires  de  Gôttingue,  i8i3;  Œuvres,  t.  V,  p.  9).  Linlégraie 


f.r- 


étendue  à  une  surface  fermée  S  (w  est  l'angle  du  rayon  .MA  —  /■  .inlc  la  normale 
intérieure,  c/r  est  un  élément  de  surface)  a  pour  valeur  t\r.,  i-k,  o,  suivant  que  le 
point  A  est  intérieur  au  domaine  limité  par  S,  sur  la  surface  S  (au  moins  si  elle 
a  en  ce  point  un  plan  tangent  unique),  extérieur  ù  ce  domaine. 
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el  t'  deux  points  choisis  arbitrairement  sur  C.  Posons 

„  r    COSW  r      C0?(0  ^  S<:7-+-  Se'/' 


ces  intégrales  sont  prises  respectivement  le  long  des  courbes  c 
et  c',  en  supposant  que  le  point  [a,  h)  est  venu  sur  G  et  y  occupe 
respectivement  les  positions  t  et  l' . 

Je  dis  que  S  a  une  limite  iniérieuYe  positive,  et  une  limite  supé- 
rieure qui  ne  dépasse  pas  l'unité.  Eu  effet,  chaque  intégrale  S^f, 
Sc't'  est  inférieure  ou  égale  à  t:,  puisqu'elle  prendrait  la  valeur  t: 
si  on  rétendait  au  contour  c  ^  c' ]  donc  S  ne  dépasse  pas  t. 

D'autre  part,  supposons  d'abord  le  point  t  fixe  sur  C,  et  décri- 
vons de  /  une  petite  circonférence  F  :  elle  intercepte  sur  C  un  arc 
que  nous  appellerons  y.  Pour  les  points  de  C  non  situés  sur  y,  la 
quantité  positive  cosw  dépasse  toujours  dans  S^^  un  nombre 
positif  m,  et  la  distance  ;•  n'atteint  pas  un  nombre  fixe  M;  on  a 
donc 

Pour  les  mêmes  raisons,  on  peut  écrire 

^c-f>   ^(C— ï  )' 

en  prenant  dans  les  deux  inégalités  pour  m  et  M  les  mêmes 
nombres  fixes.  Donc,  quand  t  et  t'  sont  fixes  sur  C,  S  surpasse  le 

nombre     _.    (C  —  y  —  y')  (').  Quand  t  el  t'  se  déplacent  sur  C, 

l'ensemble    de  ces   nombres  a   un   minimum  positif  |j.  ;   ainsi  on 

a  bien 

o  <  !-».  <  S  ==  I . 

214-.  Intégrale  de  Gauss  généralisée.  —  Nous  allons  former 
une  fonction,  harmonique  dans  (D  et  tendant  en  chaque  point  de  il 


(')  Ce  raisonneiiient  est  en  défaut  lorsque  chaque  somme  S^.,,  S^-j- est  nulle.  En 
ce  cas,  les  courbes  c  el  c'  doivent  se  réduire  cliacunc  à  deux  droites  se  coupant 
en  t  et  en  t'  :  le  contour  C  est  un  triangle  ou  un  quudrilulcre.  >îous  devons 
supposer  que  l'on  écarte  ces  deux  cas  particuliers. 
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vers  une  valeur  bien  déterminée,  telle  qu'elle  puisse  servir  d'élé- 
ment  à  une  série  permettant  de  résoudre  le  problème  de  Diricblet. 
Pour  cela  multiplions  par  la  fonction  donnée  o,  définie  et  con- 
tinue sur  C,  les  éléments  de  l'intégrale  S,:^;  par  suite  considérons 
la  fonction 


/  or/lo'r- 
I       r     cosco                I       I  '  "  /• 

/     O dS  =    I  ; (/s 

.>-~J     '       r  1-  J  du 


[r  =  \/{.r  —  af~  (,K  —  ^l-]- 

i"  Cette  fonction  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles, 
à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  C.  Quand  le  point  (a,  ^)  vient  sur 
ce  contour,  elle  éprouve  une  discontinuité;  mais  on  obtient  une 
fonction  continue  en  un  point  particulier  t  de  C,  par  suite  tendani 
vers  la  même  valeur  quelle  que  soit  la  manière  dont  le  point  («,  h  ) 
tende  vers  /,  en  lui  substituant  l'intégrale 

n  (  a,b)  =  —    /     o  —  -i  (  /  )    ds. 

En  elVet,  soit  y  l'arc  qu'intercepte  sur  C  une  circonférence  V 
décrite  du  point  t  comme  centre.  Le  rayon  de  F  peut  être  choisi 
assez  petit  pour  fpie,  en  tout  point  de  *'?  |  f  —  '^{t)  |  soit  inférieur 
à  un  nombre  arbitraire  t. 

Séparons  l'intégrale  W  en  deux  parties,  relatives  respectivemeni 
aux  lignes  y  et  C  —  y-  La  première  est  en  valeur  absolue  inférieur»; 
à  £,  quelle  que  soit  la  position  du  point  {a,  b)  dans  le  plan;  car 
son  module  augmente  si  l'on  y  remplace  -j  —  'f(,^'  P^^'  ^i  ^'C  q»" 
permet  de  faire  sortir  le  facteur  3  du  signe  d'intégration,  et  de  lui 
donner  comme  multiplicateur  un  nombre  inlV-ricur  à  I  intégrnir 
de  Gauss.  La  seconde  intégrale  est  c/ans  le  cercle  V  une  l'onction 
continue  de  («,  b).  Dès  lors,  on  peut  tracer  un  second  cercle  F,, 
intérieur  à  T,  tel  que  l'oscillation  de  la  fonction  ^F(rt,  b)  dans  le 
cercle  T,  n'atteigne  pas  un  nombre  d(jnné  à  l'avance  :  donc  M*(^(/,  b  ) 
est  continue  dans  F, . 

Servons-nous  de  cette  fonction  U\(/,  />),  continue  au  voisinagi- 
de  f,  pour  obtenir  une  relation  entre  la  valeur  *&(/)  de  la  fonction  «I» 
au  point  t,  et  les  valeurs  limites  de  <I>('"^,  b)  rpiand  le  point  («,  b) 
tend  vers  le  point  t  en  restant  intérieur  ou  extérieur  au  contour  C. 
valeurs  limites  que  nous  désignerons  par  'I>,  et  *!»,.. 
I'.  —  II. 
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En  décomposant  rintégrale  W  en  deux  parties,  on  voit  que  sa 
valeur  limite,  quand  le  point  (a,  b)  tend  vers  /,  est  <!>/ — ^(0' 
sa  valeur  au  point  t  est  ^{t)  —  r^(0-  ^^^  suite,  à  cause  de  la 
continuité  de  ^(a,  Z^),  on  a 

c'est-à-dire 


<!>,■=  *(/)  +  -o{t). 


On  obtient  de  même 


*,=  *(/)_  l^(t)  =  W(t). 

Cette  dernière  relation  apprend  aussi  que  ^' {t)  est  la  valeur  limite 
de  ^(<r?,  b)  lorsque  le  point  (V/,  b)  tend  vers  le  point  t  en  restant 
à  l'extérieur  de  C. 

2°   Cherchons  une  limite  de  V oscillation  de  V intégrale  ^{t) 
sur  le  contour  C. 

Soient  M  et  ni  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  ci  sur 
ce  contour.  Partageons  C  en  deux  parties  c  et  c'  telles  que,  sur  la 

portion  c,  la  fonction  o  oscille  entre  M  et  - — ■;  sur  la  portion  c\ 

11                              •                    M  -4-  /»  ,  , 

elle  sera  comprise  entre  — ; cl  m  (c  et  c   peuvent  se  composer 


inégalités 


d'arcs  séparés).  De  la  définition  de  l'intégrale  ^(^),  on  déduit  les 

,,     r  rosoj    ,  AI  -+■  m    /"     cosw    , 

^,    ,_  M -h  7K    f  rosw    ,                f    cosoj    , 
2 t:  *  (  O  ^  /     "^  -+■  "i    I      f"- 


Reprenons  les  notations  abrégées  S^^,  Scv  pour  désigner  ces  inté- 
grales, et  rappelons  la  relation  Scy+Scv  =  ~  (p.  63).  On  en 
conclut  par  élimination 


^^  —  '"  ^ 

'XT.'i>{t)Y.T:in-\ S<7- 


On  obtient  deux  inégalités  analogues  en  remplaçant  le  point  t  par 
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iin  aiilre  point  t'  de  C.  Leur  comliinaison  donne 

Introduisons  le  nombre  fixe  u.,  compris  entre  o  et  i,  défini  plus 
haut  (p.  64);  on  a  finalement,  quels  que  soient  les  points  t  et  t' 
du  contour, 

^    -   -  ^I  —  '«  . 

^{f  )    —'P{t    )--    ; (l   —    IX), 

1  —  UL  étant  compris  entre  o  et  i.  Donc,  si  l'on  appelle  M,  cl/n,  le 
maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale  <E>  sur  le  contour,  on  a, 
a  fortiori, 

M  I  —  772  I  =  (M  771  )(  I  —   <i.  (. 


215.  Ces  lemmes  établis,  revenons  à  la  méthode  de  Neumann. 
et  formons,  à  l'aide  d'une  série  de  fonctions  harmoniques  de  même 
type  que  ^\ci^  b),  la  fonction  harmonique  ?/(<:/,  b)  qui  prend  sur  C 
les  valeurs  données  es.  Posons 


?i(«>^)  =  iz  I  1?-?^')] 


dn 


cis. 


Cette  fonction  'j,  («,  6),  continue  dans  tO,  a  une  valeur  déter- 
minée ^\{t)  quand  (a,  b)  arrive  par  un  chemin  quelconque  en 
un  point  déterminé  i  de  C  (p.  65);  d'après  la  notation  adoptée, 
appelons  '^,  l'ensemble  des  valeurs  de  '■^i(i)  sur  C. 

De  cette  fonction  cpi,  déduisons  comme  ci-dessus  une  fonc- 
tion cp2(«,  b)  au  moyen  de  la  relation 


puis  une  valeur  cpo^  ^)  cl  une  fonction  a^-  La  répétition  du  mènie 
procédé  donne  une  suite  de  fonctions  cp^,,  dont  rcuseuibic'  permet 
de  former  l'intégrale 


^lo-  ' 


u{a,b)=  —    /     (o -I- ©i-H.  .  .H- o,, -^-.  .  .  )  — j (Is. 

Je  dis  qa^elle  résout  le  problème  de  Diriehlet. 
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D'abord  son  élément  différentiel  converge  sur  la  courbe  G.  En 
effet,  ^p{t)  peut  être  regardée  (p.  66)  comme  la  limite  de  l'inté- 
grale 

'P=  —    /   0/,_,  — ds, 

i-  ,f^.   '  (iti 

lorsque  (a,  b)  tend  vers  le  point  t  en  restant  à  Vextérieur  de  cô. 
D'un  point  B  extérieur  à  CD,  menons  les  deux  tangentes  à  la  courbe 
convexe  G  :  leurs  points  de  contact  divisent  cette  courbe  en  deux 
parties  r  et  v',  sur  lesquelles  cos(o  a  des  signes  différents.  La  dif- 
férence entre  l'intégrale 

d\o^r   ,  /"  cosco    , 

as 


/a  log/'        _         /"  cos 
dn  J        r 


étendue  à  la  portion  y,  et  la  même  intégrale  étendue  à  la  portion  y' 
a  pour  valeur  au  signe  près  l'angle  |5i  des  deux  tangentes  issues 
de  B.  Dans  l'intégrale  O,  aux  points  de  G  où  costo  est  négatif  (ce 
seront  par  exemple  ceux  de  l'arc  y),  remplaçons  '-^p^\  par  son 
maximum  Myr,_i  sur  le  contour  G;  sur  l'arc  y',  remplaçons-le  par 
son  minimum  lnp_^  ;  enfin  rappelons  que  p  tend  vers  Tt,  quand  le 
point  B  tend  vers  le  point  t.  On  a  ainsi 

\'^iM  ^      \.  — —  > 


et  dès  lors,  a  fortiori,  puisque  l'on  a  une  suite  d'inégalités  du 
type  M,  —  /??,<<  (M  —  ni)  (i  —  ij.),  on  en  déduit 

Geci  prouve  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  la  série   / ^^p-, 

puisque  les  modules  de  ses  termes  sont  inférieurs  à  ceux  d'une 
série  numérique  convergente;  donc  l'intégrale  i/(«,  b)  a  un  sens. 
Gela  posé  : 

i"  u[a^b)  est  harmonique. 

Pour  l'établir,  il  suffit  d'appliquer  la  règle  de  différentialion 
d'une  intégrale  par  rapport  à  un  paramètre,  en  remarquant  que  le 
potentiel  logarithmique  vérifie  l'équation  de  Laplace. 
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2°  ii{cit  b)  tend  vers  la  valeur  'f  (^),  quand  le  poinl  (a,  b)  lend 
vers  l  en  restant  à  l'inUM-ieur  de  a). 

En  effet,  l'intégrale  u{a^  b)  étant  de  même  Ijpe  que  l'inli'- 
grale  ^(a^b),  on  peut  lui  appliquer  la  formule  <I>/ — ^^^oit) 
(p.  66),  et  écrire 

Ui—  Uc=  o(/)  -\-<t>i(/  )  -^..  .-h  'j'piij-i- 

Aussi,  prouver  que  «/  a  j)our  valeur  'f(t),  c'est  établir  la  relation 

—  "e=  <f  1(0  -^  •■•-'-  ?/)(0^- 

Prenons  la  valeur  de  a^  sous  la  forme 

1      /" ,  ^  d !()"/•    , 

2  TT  ^/^.     '        ^  •  '  'du 

et  transformons-la  par  la  répétition  de  l'égalité 

dont  le  second  membre  représente  la  limite  de  l'intégrale  $  quand 
le  point  (rt,  b)  tend  vers  le  point  t  en  restant  à  l'extérieur  de  Ut). 
La  fonction  — Ue  se  transforme  en  '^,  (^) +.  .  . -t- cpp(^) -i-. .  .  ; 
c'est  la  justification  du  théorème  ('). 

216.  Solution  de  Rieniann-Ililbert.  —  l*our  avoir  un  langage 
plus  concis,  donnons  à  l'énoncé  du  problème  de  Dirichlet  une 
forme  géométrique. 

En  chaque  poinl  t  de  la  fronticic  G  du  domaine  CÔ ,  menons 
une  perpendiculaire  au  plan  de  cô,  et  prenons  sur  elle  une  lon- 
gueur égale  à  la  valeur  de  la  fonction  donnée  ©  en  ce  point  t.  l^e 
lieu  des  extrémités  de  ces  perpendiculaires  détermine  une  courbe 
gauche  r  :  considérons  les  surfaces  z^f{x,y)  qui  passent 
par  r,  f{x,  y)  désignant  une  fonction  continue  ainsi  que  ses 
dérivt'es   partielles  des   deux    premiers  ordres  (nous  rcprésenle- 


(')  On  étend  à  l'espace  la  métliocle  de  Ncumann  en  remplaçant  le  potentiel 
logarithmique  log/— '  par  le  potentiel  ncwlonien,  et  en  subsliluaiU  aux  intégrales 
de  contours  et  d'aires  des  intégrales  d'aires  et  de  volumes. 

L'extension  du  principe  de  Diriclilct  à  l'hyperespace  se  fait  soit  par  la  inélliode 
de  Ncumann  {cf.  Riquieh,  Tlièse,  1886),  soit  par  celle  de  M.  Schwarz. 
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rons  ces  surfaces  par  Sy);  s'il  en  est  une  pour  laquelle  la  fonc- 
tion f{jc^y)  soit  harmonique,  appelons-la  surface  harmonique. 

Le  problème  de  Dirichlet  consistera  à  déterminer  une  surface  S,/ 
définie  par  la  relation  :;  ^  w(:r,  jk),  qui  soit  harmonique  et  passe 
par  la  courbe  T  (  '  ). 

Voici  la  solution  qu'en  avaient  proposée  Riemann  et  Diri- 
chlet (2). 

Considérons  les  intégrales 

étendues  au  domaine  cD,  relatives  à  toutes  les  surfaces  Sy.  On 
peut  démontrer  deux  lemmes  : 

1°  Si  parmi  ces  surfaces  figure  une  surface  harmonique  Su, 
l'intégrale  J(w)  a  une  valeur  moindre  que  toutes  les  autres 
intégrales  i{f)- 

En  effet,  posons  f[x^  y)  ■=^  u{x,  y) -\- 'h(^x,  y);  il  vient 

Transformons  cette  dernière  intégrale  I  par  la  formule  de 
Green  (^) 


«  -//(^^M^|)-*=-r*S''-.y;A— .- 


(')  Ce  problème  d'existence  de  surface  harmonique  passant  par  une  courbe 
gauche  donnée  se  généralise  en  recherchant  les  surfaces  minima,  les  surfaces 
à  courbure  constante  positive,  etc.  assujetties  à  passer  par  une  courbe  donnée 
ou  à  toucher  une  surface  annulaire  le  long  d'une  courbe  fermée. 

(')  Cf.  Riemann  (i85i),  Œuvres,  trad..  p.  36,  et  une  Leçon  de  Dirichlet,  repro- 
duite d'après  les  Notes  de  Dedkkind  (  Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  49)- 

(')  Pour  établir  cette  formule  (4),  on  transforme  chaque  partie  de  I  au  mojen 
des  identités 

du  d'i^  _    d   l    du\        .  d- u  du  d'I^  _    à   /,  du\        ^  rp  u 

dx  dx  ~  dx  \    dx)  dx'^  '         dy  dy  ~  dyy  ôy  j  dy-  ' 

puis  on  ramène  les  intégrales  curvilignes  introduites  par  celte  transformation  à 
la  forme  voulue  au  moyen  de  la  relatiion 

du        du  dx        du  dy  _       Ou  dy        du  dx 
dn  ~~  dx  dn        dy  dn  dx  ds         dy   ds 
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La  fonction  à  est  nulle  sur  le  contour  (^  et  la  fonction  a  est 
harmonique  dans  Cô  ;  donc,  rinlégrale  l  est  nulle  :  dès  lors, 
puisque  J('})  est  positif,  on  a  bien 

2"  Réciproquement,  si  parmi  les  surfaces  S/  il  y  en  a  une  S,, 
pour  laquelle  V intégrale  J  soit  minimum,  cette  surface  est  har- 
monique. 

En  effet,  posons  celle  fois  /=  u-\-  /fl,  li  désignant  une  con- 
stante arbitraire,  et  -y  une  fonction  nulle  sur  C  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés  de  continuité  que  /.  On  a 

'  J    J    Vt'-Z"  àx         Oy  Oy  J  "^ 

Si  cette  dernière  intégrale  I  n'est  pas  nulle,  il  suffit  de  donner 
à  h  une  valeur  convenable  pour  que  le  trinôme  li-  J('^)  -j-  2/*!  soit 
négatif.  Or,  ce  trinôme  ne  peut  être  négatif,  puisque  i{u)  est  un 
minimum;  donc  1  ^  o.  Transformons  I  par  la  formule  (4);  1^ 
fonction  'l  étant  nulle  sur  C,  on  en  déduit 

I  =—    /    j  'l  ^u  d.rdy  =  o. 

Il  s'ensuit  que  \u  est  nulle  dans  tout  le  domaine  lO.  En  eflet,  si 
en  un  point  {X(,,yo)  de  CE),  et,  dès  lors,  dans  un  cercle  c  décrit  de 
ce  point  comme  centre  avec  un  rayon  /•,  \u  n'était  pas  nulle,  on 
pourrait  définir  la  fonction  arbitraire  'l,  qui  remplace  la  fonction 
arbitraire  y",  par  la  condition 

i   n  entre  c  cl  G, 

(  [/•- — (x  —  ^o)'--^(y^  y»)-]'"     à  rinlcricur  (le  c         ('/«  entier  >  ^  1. 

car  la  fonction  'l  ainsi  définie  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
des  deux  premiers  ordres,  et  elle  s'annule  sur  C.  Or,  pour  une 
telle  fonction  -l,  l'intégrale  I  n'est  pas  nulle;  il  faut  donc  que 
dans  c,  et  par  suite  dans  tout  le  domaine  cD,  ou  ait  lu  =  o. 

Ces  lemmes  admis  (et  nous  venons  de  les  démontrer  en  toute 
rigueur),  voici  comment  poursuivaient  Riemann  cl  Dirichlet. 

Quelle  que  soit  la  surface  S/,  l'inlégrale  corres|)ondante  J(y\) 
est  positive;  dès  lors,  elle  a  une  limite  inférieure  {l^'  l'arlic, 
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p.  26),  eWe-ïïième positire.  Soit  S„  la  surface  correspondante,  et 
par  suite  la  surface  pour  laquelle  l'intégrale  J  est  minimum  ;  en 
vertu  du  dernier  lemme,  cette  surface  est  harmonique,  ce  qui 
prouve  que  la  fonction  ii{x,y)  résout  le  problème  de  Dirichlet. 

Weierslrass  a  repris  les  objections  faites  depuis  longtemps  à 
ce  raisonnement  (ce  sont  les  objections  habituelles  relatives  à  la 
continuité  des  fonctions  définies  par  le  calcul  des  variations")  et 
mis  nettement  en  évidence  le  point  qui  manque  de  rigueur  (').  Le 
voici  : 

La  limite  inférieure  dont  on  vient  de  parler  peut  ne  pas  être 
positive,  car  un  ensemble  infini  de  nombres  tous  positifs  n'a  pas 
forcément  une  limite  inférieure  positive  (P"  Partie,  p.  35);  serait- 
elle  positive,  que  l'on  ignore  si  l'intégrale  peut  atteindre  cette 
limite  (on  sait  seulement  qu'elle  s'en  approche  autant  que  l'on 
veut)  :  a  fortiori,  rien  ne  prouve  que  cette  limite  corresponde  à 
un  minimum. 

Récemment,  par  un  ingénieux  procédé,  M.  Hilbert  est  parvenu 
à  «  ressusciter  le  principe  de  Dirichlet  »  et  à  rendre  rigoureux  le 
mode  de  raisonnement  des  éminents  géomètres  ('-). 


(')  Les  contemporains  de  Ricmann  se  contentaient  souvent  de  l'intuition  phy- 
sique diin  résultat:  aussi  on  admettait  comme  suffisant  le  genre  de  raisonnement 
du  texte;  dans  des  cas  analogues,  Gauss  et  Dirichlet  n'avaient  pas  poussé  plus 
loin.  Ici,  l'intuition  de  Riemann  fut  doublement  heureuse,  puisque  par  la  suite 
elle  fut  justifiée  en  toute  rigueur,  et  que  dès  cette  époque  elle  lui  permit  d'édifier 
sa  belle  théorie  des  fonctions  abéliennes  :  par  exemple,  c'est  de  la  possibilité  du 
j)roblème  de  Dirichlet  que  Riemann  a  déduit  l'existence  de  fonctions  algébriques 
(et  de  leurs  intégrales)  correspondant  à  une  surface  de  Riemann  donnée  à 
l'avance  d'une  façon  arbitraire. 

Pour  la  critique  du  raisonnement,  cf.  Weierstrass  (1870),  Œuvres,  t.  II, 
[1.  49-  —  ScHWARZ  (1869),  Œuvres,  t.  II,  p.  83.  —  Heine,  /.  de  Crelle,  t.  71, 
l>.  36o;  1870;  M.  A.,  t.  IV,  p.  626,  etc.  —  Picard,  Analyse,  t.  II,  p.  38.  —  Hada- 
MARD,  Leçons  sur  la  Théorie  des  ondes,  etc.,  190^,  p.  9. 

(-)  Jaliresbericht  der  D.  M.  V.,  t.  VIII,  p.  117;  1899  (trad.  N.  A..  1900).  Voici 
presque  textuellement  la  Note  qui  résume  sa  démonstration  :  le  détail  n'en  a  pas 
encore  été  publié. 

Supposons  que  le  contour  C  ait  des  tangentes  et  une  courbure  ccmtinues,  et  que 
la  fonction  a  donnée  soit  continue  sur  C.  De  toute  surface  z  =f(x,  j')  ou  S.-, 
analytique  ou  formée  de  portions  de  surfaces  analytiques,  et  passant    par   r,  on 

peut  toujours  déduire  une  surface  z  =  f{x,  y)  ou  Sa,  telle  que  l'intégrale  Jl^yj 
ne  dépasse  jamais  l'intégrale  correspondante  J(/)  et  qu'en  même  temps  S^  n'ait 
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217.  Terminons  par  quelques  généralités  analogues  à  celles  que 
l'on  a  rencontrées  plus  haut  (p.  27). 

Une  fonction  analytique  de  deux  variables  réelles  peut  être 
prolongée  analytiquement  en  dehors  du  domaine  de  convergence 
de  la  série  de  puissances  qui  la  définit;  de  là,  la  notion  de  point 
singulier  et  de  ligne  singulière  essentielle,  considérés  comme 
obstacles  au  prolongement  (').  L'étude  d'une  pareille  fonction  el 


en  aucun  poiul  de  tangeule  faisant  avec  le  plan  des  xy  un  anj^le  supérieur  à  un 

angle  t»  lié  comme  il  suit  à  la  courbe  Y. 

Considérons  les  points  où  la  surface  S^  fait  avec  le  plan  des  x)-  un  ani;lc  (lui 

ne   dépasse   pas   une  limite  fixe;  on   peut  prouver  que,  dans  le  voisinat;c-  de  cc> 

points,  il  est  possible  de  remplacer  la  surface  z  =  f(x^  y)  par  un  morceau  soil 

du   plan   z  ^  ax  -\-  by  +  c,  soit    (sur  le  contour)  de  la  surface  liarnionique  en 

,  j,     .  •  a(a;  +  a) -)- 6(  K  +  3)  .   ,  , 

lormc  d  entonnoir  z  =  — — — = z-i-ir  +  c,  tel  que,  sur  ces  morceaux,  le 

(x-hoiy--i-(y+?>)-  ' 

plan  langent  ou  les  tangentes  fassent  avec  le  |)lan  des  xy  un  angle  moiiulrc  que 
le  plan  tangent  ou  les  tangentes  aux  points  correspondants  tie  Sy  (pour  cela,  on 
détermine  convenablement  les  constantes  a,  b.  c,  a,  jî  ).  De  là,  des  surfaces  S^  sur 
lesquelles  les  angles  dont  on  a  parlé  n'alleiiulronl  pas  une  limite  w;  par  suite, 
sur  ces  surfaces,  on  a 


-^vm-iM 


Cela  posé,  soity  la  limite  inférieure  des  intégrales  J(/)  relatives  à  toutes  les 
surfaces  S^;  parmi  ces  surfaces,  cherchons  celles  pour  lesquelles  les  intégrales 
correspondantes  J(/,5,  J(/2),  •••  tendent  vers  la  limite/.  A  cet  effet,  remplaçons 
les  surfaces  S^^ ,   S,;,    ...   respectivement  par  les  surfaces  S-*;,  S<;,  ...,  et  cher- 

clions  dans  la  suite  infinie  de  foncticms /,,  /,,  ...  une  suite  iiilinie  de  fonc- 
tions î<p  u.^,  ...  qui  en  tous  les  points  {x,  y)  de  (0  à  coordonnées  rationnelles 
tendent  vers  une  limite,  limite  que  nous  appellerons  u{x,  y).  Comme  on  a,  en 
Ions  les  points  de  (X), 

I  ')".,  I  I  ''"„  I  /  \ 

— -2     <  tango),  — -{■     lunuw  (n—1.2....), 

\  ')x  \  I  ()}■  I 

on  en  déduit  (|ue  la  suite  <i,,  u^,  ...  Oiuverge  uniformément,  dans  (0  el  sur  C, 
vers  sa  limite  u;  par  suite,  u(x,  y)  est  fonction  continue  dans  (0  et  sur  C. 

On  en  conclut  que  la  surface  z  =  u{x,  y)  est  la  surface  harmonique  chereliée. 
soit  directement,  soit  plus  simplement  en  s'appuyant  sur  l'existence  tie  la  fonction 
minima,  c'est-à-dire  sur  la  solution  du  problème  de  Dirichlel.  pour  le  cercle  el 
une  fonction  continue  quelconque  sur  le  contour. 

C)  Comme  dans  le  cas  des  fonctions  de  variables  complexes,  les  lignes  singu- 
lières essentielles  sont  des  lignes  au  delà  desquelles  le  prolongement  est  impos- 
sible. 

Nous  donnerons  quelques  explications  relatives  au  prolongement  des  fonctions 
analytiques  de  variables  réelles  en  traitant  des  fonctions  harmoniques  (n°3l6). 
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la  recherche  de  son  domaine  d'exislence  conduisent  donc  à  étudier 
sa  frontière,  c'est-à-dire  les  points  singuliers  et  les  lignes  singu- 
lières de  la  fonction. 

Dès  lors,  si  l'on  considère  une  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  à  coefficients  analytiques,  le  problème  de  son  intégration 
se  ramène  en  un  sens  à  la  recherche  des  lignes  singulières  essen- 
tielles de  l'intégrale  qui  correspond  à  des  conditions  initiales  ana- 
lytiques données.  Ne  peut-on  pas  faire,  a  priori,  l'étude  de  ces 
lignes,  reconnaître  celles  qui  apparaissent  sur  l'équation  elle- 
même  et  par  suite  sont  fixes,  savoir  quelque  chose  des  lignes 
essentielles  mobiles? 

La  théorie  des  caractéristiques  joue  un  rôle  important  dans  la 
solution  de  ce  problème  :  elle  conduit  à  partager,  pour  chaque 
équation,  le  plan  en  trois  régions  d'après  la  nature  de  leurs 
caractéristiques.  La  première  région  (0;-  est  celle  où  toutes  les 
caractéristiques  sont  réelles;  la  seconde  &i  celle  où  toutes  les 
caractéristiques  sont  imaginaires;  la  troisième  G^ri  celle  où  il  y  en 
a  à  la  fois  de  réelles  et  d'imaginaires. 

Dans  la  région  cô,-,  les  lignes  singulières  essentielles  des 
intégrales  analytiques  peuvent  être  des  lignes  absolument 
arbitraires  ;  ces  lignes  mobiles  ne  sont  jamais  des  caractéris- 
tiques. En  effet,  ce  théorème  est  évident  pour  l'équation  ^u^  o, 
puisqu'on  apprend,  en  résolvant  le  problème  de  Dirichlet,  à 
former  une  intégrale  analytique  dans  un  domaine  de  frontière 
quelconque.  11  en  est  de  même  pour  l'équation  générale  linéaire 
du  second  ordre  à  deux  variables,  puisqu'elle  a  toutes  ses  inté- 
grales analytiques  (p.  5i,  note). 

Dans  la  région  CD^.,  les  lignes  singulières  essentielles  fixes  des 
intégrales  analytiques  sont  les  lignes  singulières  essentielles  de  ses 
coefficients,  les  lignes  le  long  desquelles  les  coefficients  des  termes 
d'ordre  n  s'annulent  simultanément,  ainsi  que  les  lignes  singu- 
lières essentielles  des  racines  de  l'équalion  caractéristique,  à  l'ex- 
ception des  lignes  polaires  de  ces  racines.  Les  lignes  singulières 
essentielles  mobiles  ne  peuvent  être  que  des  caractéristiciues 
de  l'équation.  Les  points  singuliers  isolés  sont  fixes  ou  m.obiles; 
les  points  singuliers  mobiles  sont  situés  sur  les  lignes  singulières 
fixes. 


V-" 
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Enfin,  dans  la  région  dt)^<,  les  intégrales  analytiques  peuvent 
avoir,  comme  clans  la  région  (0,,  des  lignes  singulières  absolument 
quelconques;  mais  ces  lignes  mobiles  peuvent  être  caractéristiques 
ou  non  caractéristiques  (*). 


(')  Delassus,  C.  li.,  1894;  A.  E.  A".,  189.5,  S.  et  189^!,  p.  303.  —  Le  Roix. 
A.  E.  N.,  1895,  p.  269. 

Une  remarque  très  simple  permet  d'étendre  la  plupart  de  ces  résultats  aux 
systèmes  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  {,A.  E.  .\.,  1896,  p.  339). 
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CHAPITRE  VII. 

FONCTIONS  DÉFINIES  PAR  DES  PROPRIÉTÉS  FONCTIONNELLES. 


218.  Une  voie  naturelle  pour  introduire  des  fonctions  analy- 
tiques intéressantes,  utiles  en  Analyse,  en  Géométrie  et  en  Méca- 
nique, aussi  bien  que  pour  en  obtenir  le  prolongement  analytique, 
consiste  à  avoir  recours  aux  équations  fonctionnelles.  On  entend 
par  là  des  relations  entre  des  variables  indépendantes,  certaines 
fonctions  de  ces  variables  et  les  valeurs  qu'elles  acquièrent  lors- 
qu'on effectue  sur  les  variables  des  substitutions  données.  Sans 
songer  à  traiter  ici  dans  sa  généralité  celte  question  difficile,  peut- 
être  est-il  bon  de  préciser  la  manière  dont  elle  se  pose  et  de  rap- 
peler des  problèmes  classiques  où  les  fonctions  s'introduisent  par 
ce  moyen. 

A  la  fin  du  xviii*^  siècle,  Vandermonde  et  Rramp  étudièrent  des 
fonctions  de  trois  variables  /"(?^,  x,j')  définies,  pour  des  valeurs 
entières  et  positives  de  r  et  des  valeurs  arbitrai/es  de  x  et  u, 
par  cinq  propriétés  fonctionnelles  simultanées.  L'analogie  de  ces 
lonctions  et  de  la  fonction  ay  fit  croire  à  Kramp  qu'il  se  trouvait 
des  fonctions  satisfaisant  aux  mêmes  relations  pour  toutes  les 
valeurs  de  jk  :  de  là  le  nom  de  facultés  analytiques  qu'il  leur 
donna.  De  fait,  de  pareilles  fonctions  ne  peuvent  exister,  comme 
l'ont  montré  Bessel,  Crelle,  ^Yeierslrass  ('). 

Abel  et  Cauchv  résolurent  plusieurs  équations  fonctionnelles  (-). 
Le  premier  exemple  traité  |>ar  Abel  est  celui  de  la  recberche  des 


(')  Cf.  Vandkrmondi:,  Mémoire  sur  des  irrationnelles  {Mémoires  de  l'Ac, 
1772).  —  Kramp,  Analyse  des  réfractions  astronomiques ,  1798.  —  Bessel, 
Kônigsberger  Archiv,  1812,  et  Œuvres,  l.  II,  p.  3^  >.  —  Ckelle,  /.  de  Crelle. 
t.  7.  —  MuLLEiî,  /.  de  Crelle,  t.  11.  —  Œttinger,  J.  de  Crelle,  t.  33,  35,  38,  44, 
cl  surtout  ^^'EIEHSTRAss,  Œuvrcs,  t.  I,  p.  87  et  i53. 

(-)  Abel,  Œuvres,  t.  II.  —  Cauchy,  Œuvres,  1"  série,  t.  III,  p.  98  et  220. 
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solutions  de  l'équation  /"-(x)  ^y(2,r)  +  2  ;   il   montra  quelles 
étaient  de  la  forme  f{jc)  =  a-^-{-  a~-^  (  '  ). 
L'équation  fonctionnelle  de  Poisson 

(1)  2/(:r)/(^)=/r^-^.r)-/(.r-j) 

([ui  ramène  à  un  seul  et  même  problème  la  Théorie  des  fonctions 
circulaires,  la  Statique  (en  permettant  de  justifier  la  rc<^lc  du 
parallélogramme  des  forces),  la  rcclierche  des  propriétés  mé- 
triques dans  les  trois  géométries  euclidienne  et  non  euclidiennes, 
se  résout  comme  il  suit  (-).  Dérivons-la  deux  fois  par  rapport 
à  X,  deux  fois  par  rapport  a  y,  et  comparons  les  résultats;  il  vient 

f"(jr)=  C/(cc)         (C  désigna  ni  une  constante). 
L'intégrale  générale  de  cette  équation  a  l'une  des  formes 
f{x)  =  a  cos  mx  -r-  b  sin/»^,        /{•^')  =  ci'e"'^-f-  b'e-'"^. 
En  vertu  de  la  relation  (i),  la  fonction  y  est  paire;  on  a  donc 

6  —  0,  a'  r=z  l>' . 

I-.es  constantes  a  et  ci!  se  délcrmincut  alors  en  portant  les  inté- 
grales ci-dessus  dans  Tidentité  (1  i;  d'où  finalement  les  solutions 

f{^x)  =  cos  m  T.  /'(  ./•  )  =:  cil  m  x. 

Comme  fonctions  intéressantes,  citons  encore  les  fonctions 
analytiques  uniformes  /(x)  définies  |)ar  l'une  des  relations  fonc- 
tionnelles (P"  Partie,  p.  64) 

/(^-  2C0)  =./(..),  f('l''lZd)   =/^  •'■'''  /['f  (^)J   =/(■'•)' 

c'est-à-dire  les  fonctions  périodi(|ues,  les  fonctions  aulomorphcs, 
les  fonctions  périodiques  généralisées.  Mentionnons  enfin  la  looc- 
tion  eulérienne,  que  l'on  peut  regarder  comme  définie,  pour  l*^ 


(')  Abki.,  Œuvres,  t.  II,  p.   js. 

(-)  Celte  méthode  suppose  que  la  l'oncliun  /  a  des  dérivées  premiCrt-  cl 
seconde  :  M.  Andrade  a  résolu  l'équation  (1)  en  s'appuyanl  iiniqucuient  siii  la 
continuité  de  la  fonction  f  {B.  S.  M.,  1900,  p.  5S). 


^8  LIVRE    I.    —    CHAPITRE    VU. 

valeurs  de  x  dont  la  partie  réelle  est  positive,  par  l'intégrale 
T{x)=    /      t^-^e-t  dt  il  réel), 

et  prolongée    dans   le    plan    au    moyen    de    l'équation   fonction- 
nelle (') 

(2)  T{x-^i)  =  a,-T{cr), 

à  laquelle  elle  satisfait  dans  le  domaine  où  elle  est  définie  directe- 
ment. 

219.  Tous  ces  problèmes  rentrent  dans  celui  d'Abel.  Abel  se 
propose,  étant  données  une  constante  quelconque  a  et  une  fonc- 
tion (d(x)  holomorphe  dans  un  domaine,  de  déterminer  les  fonc- 
tions f{x)  telles  que  l'on  ait 

(3)  f[o{.T)]=/{x)-i-a. 

On  peut  mettre  cette  relation  sous  l'une  des  formes 

(4)  £,/i?(x)j  ^  e/(.r)+a^  F[cp(j-)]  =  AF(.r) 

indiquées  par  M.  Schroder  (-), 


(')  C'est  même  sur  les  pi'opriélés  fonctionnelles  de  T (x)  que  s'appuie 
M.  Holdcr  pour  prouver  que  cette  fonction  n'est  solution  d'aucune  équation 
différentielle  algébrique  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  x 
(./)/.  A.,  t.  XXVIII,  p.  i). 

Weierstrass  a  montré  (Œuvres,  t.  I,  p.  198)  que  la  fonction  eulérienne  est 
aussi  caractérisée  par  la  relation  {2),  associée  aux  équations 

r(o  =  i,        lin.  ^(-  +  ")  -■ 


«  =  «0  (n  —  i)!  n'- 
Eu Géométrie  infinitésimale,  les  équations  fonctionnelles  se  rencontrent  con- 
stamment et  prennent  les  formes  les  plus  diverses.  Cf.  Darboux,  Théorie  des 
surfaces. 

(-)  Abel,  Œuvres,  t.  III,  p.  36.  —  Scuroder,  M.  A.,  t.  II  et  III.  —  Rausen- 

BERGER,  M.   A.,   t.  XVIII,  XX,  XXI,  XXV.  —  KORKINE,  B.  D.,   1882. 

MM.  Kœnigs  {B.  D.,  i883,  p.  34o;  A.  E.  N.,  1884  et  i885),  Grévy  {A.  E.  N., 
1894  et  1S96),  Leau  {A.  T.,  1897,  E.)  ont  résolu  les  équations  (3)  et  (4),  en 
se  bornant  aux  fonctions  '■s{x)  lioloniorphes  dans  le  voisinage  d'une  racine  de 
l'équation  x  =  9(07). 
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De  même  la  recherche  des  fonctions  périodiques  de  Iroisirme 
espèce  généralisées  conduit  à  l'équation 

f\'i(x)]  =-l(x)fix): 

les  fonctions  ci  et  'l  sont  données,   la  forme  des  fonctions  /  est 
inconnue. 

Quant  au  problème  général,  on  peut  lui  donner  l'énoncé  sui- 
vant : 

Considérons  n  variables  indépendantes  sur  lesquelles  on 
effectue  des  substitutions  données;  quelle  doit  être  la  forme 
d' une  fonction  de  ces  variables  pour  qu'il  y  ait  une  relation 
donnée  entre  les  variables,  la  fonction  inconnue,  cette  fonction 
transformée  ('). 

Par  analogie  avec  les  équations  difTérentielles,  on  peut  étudier 
des  théorèmes  s^énéraux  d'existence  de  solutions  holomorphes 
pour  certains  systèmes  d'équations  fonctionnelles  (-),  et  pro- 
longer ces  solutions  (^)  dans  les  régions  dont  les  points  viennent 
tomber,  après  un  nombre  fini  de  transformations,  dans  le  domaine 
primitif.  Ce  problème  de  prolongement  se  ramène  à  l'étude  des 
divisions  du  plan  en  parties  se  transformant  les  unes  dans  les 
autres,  problème  sur  lequel  il  faudra  revenir. 

§  I.  —  Fonctions  trigonoaiétriques  ou  circllaires. 
2!20.    Sous   cette   dénomination    nous    groupons   les   fonctions 


(')  On  précise  cet  ciioncé  en  ajoutant  d'an  tics  conditions,  par  exemple  en 
imposant  aux  solutions  d'être  uniformes. 

(-)  La  convergence  de  séries  de  puissances  satisfaisant  à  des  équations  fonc- 
tionnelles peut  s'établir  comme  pour  les  équations  dillérenticlles,  soit  par  com- 
paraison à  l'aide  de  fonctions  majorantes,  soit  par  la  inélliode  des  approxima- 
lions  successives  {cf.  Leau,  A.  T.,  1897,  ^O- 

(})  Soient  n  fonctions  f^{x),  ....  f,/x)  hoiumorphes  dans  le  voisinage  d'un 
point  Xd,  et  toutes  prolongcables  le  long  d'un  clicmin  C  partant  tic  x^:  dési- 
gnons par  l''[fi{x),...,f,,{x)]  une  fonction  des  n  arguments  /,,  ...,  /„, 
holomorplie  au  point  /^(x„),  ...,  /„{x„)  et  prolongeable  le  long  de  C.  Si  la 
relation 

F[/.(a7),  ..../,.(x)]=o 

est  satisfaite  au  point  x,„  elle  est  satisfaite  tout  le  long  de  C. 
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méi'omorphes  (')  simplement  périodiques,  qui  satisfont  à  une 
condition  complémenlaiie  que  nous  allons  indiquer. 

Considérons  d'abord  une  fonction  méromorphe  quelconque,  de 

période  2  (.0.  Par  la  substitution  (jC,-zr)'  l'amenons  cette  période 
à  la  valeur  27:;  posons  x  ^  x' -\-  ix\  et  divisons  le  plan  en  bandes 
par  des  parallèles  à  l'axe  imaginaire,  d'abscisses  .  . . ,  —  ~,  ~,  •  •  • , 

(2a4-i)'n:, La  fonction  est  définie  dans  loule  portion  finie 

du  plan  dès  qu'elle  est  définie  dans  toute  portion  finie  de  l'une 
de  ces  bandes;  mais  sa  définition  dans  une  bande  entière  n'en- 
traîne pas  sa  définition  dans  le  plan  tout  entier. 

En  eff'et,  toute  valeur  prise  par  la  fonction  en  des  points  à  dis- 
tance finie  se  retrouve  à  l'infini  (il  suffit  d'ajouter  à  l'argument  un 
nombre  infini  de  fois  la  période)  ;  par  suite,  quand  x  devient  infini 
sans  rester  dans  des  bandes  données  en  nombre  limité,  la  fonc- 
tion est  indéterminée  :  l'infini  est  une  singularité  essentielle. 

Une  fonction  méromorphe  simplement  périodique  est  appelée 
fonction  circulaire  dans  le  cas  particulier  où  cette  fonction  ou 
bien  son  inverse  a  des  limites  déterminées  quand  x  s'éloigne  à 
l'infini,  du  côté  des  x'  positifs  ou  négatifs  sans  quitter  une 
bande  déterminée  (il  faut  que  dans  cette  bande  il  y  ait  une 
limite  pour  x"  =  +  yo  et  une  limite  pour  x" ^  —  x;  mais  ces 
deux  limites  peuvent  être  dinérrntes)  (-). 


(')  C'est  Weierstrass  qui  a  précisé  le  sens  que  Liouville  donnait  à  ces  mots. 
fonctions  bien  déterminées,  lorsqu'il  s'agit  des  fonctions  douiilement  pério- 
diques. «  Il  résulte,  des  hypollièses  que  Liouville  fait  dans  la  démonstration  de 
ses  théorèmes,  et  des  résultats  qu'il  obtient,  qu'il  a  toujours  en  vue  des  fonctions 
univoques  d'une  variable,  n'ayant  aucun  point  essentiel  fini.  »  (B.  D.,  18S2.  p.  112.) 

(-)  A  ces  valeurs  limites  M.  iMéray  donne  le  nom  de  valeurs  polaires,  boréales 
ou  australes,  et  aux  fonctions  elles-mêmes  (par  suite  à  celles  que  nous  appelons 
fonctions  circulaires)  le  nom  de  fonctions  unipériodiques  polarisées.  Telles 
sont  les  fonctions  e'.  sin^,  cosx,  tang^,  cotr  qui  f)nt  respectivement  pour 
limites  o  et  ce,  x  et  oc,  x  et  x,  i  et  —  /,  —  i  et  /. 

Les  fonctions  méromorphes  périodiques  non  polarisées  sont  dites  fonctions 
pseudo-circulaires  :  telle  est  la  fonction  e''"*  et  la  fonction  Z(a?)  d'Hermite. 

Une  fonction  pseudo-circulaire  peut  avoir  une  infinité  de  pôles  dans  chaque 
bande  (pourvu  qu'ils  n'aient  pas  de  point  limite  ù  distance  finie,  sinon  la  fonc- 
tion aurait  un  point  essentiel  à  distance  finie).  Une  fonction  circulaire  n'en  peut 
avoir  qu'un  nombre  fini  :  sinon,  il  y  aurait  dans  cette  bande  un  voisinage  du 
point  infini  où  la  fonction  différerait  aussi  peu  que  l'on  veut  de  tout  nombre 
donné,  ce  qui,  par  hypothèse,  est  impossible. 

On   démontre   qu'une  fonction    circulaire  f{x)    prend  dans   une   bande   telle 


FONCTIONS   TIUGONOMÉTRIQIES   OU    CIRClLVrRES.  8l 

Voici  les  propriétés  les  plus  simples  de  ces  fonctions  ('). 

221.  Théorème  1.  —  Toute  fonction  circulaire  f{x)  de 
période  271  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  e'^. 

Faisons  la  Iransformalion  ç  =  e'< .  Elle  permet  la  repiésenlation 
conforme  du  plan  ç  (abstraction  faite  des  points  o  et  x)  sur  toute 
région  fondamentale  du  plan  x  (F*  Partie,  p.  173),  et  elle  trans- 
forme f{x)  en  une  fonction  '-pf^)  qui  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes : 

1°  C'est  une  fonction  uniforme  de  ç,  à  cause  de  la  correspon- 
dance biunivoque  que  nous  venons  de  rappeler  [à  une  valeur  de  ; 
correspondent  des  valeurs  de  x  qui  diffèrent  d'un  multiple  entier 
de  2-;  et  dès  lors  une  seule  valeur  de  '-5(i\  en  vertu  de  la  pério- 
dicité de  f{x)\. 

2"  l^our  la  même  raison,  '^{\)  n'a  que  des  singularités  polaires. 
sauf  peut-être  à  l'origine  et  à  l'infini. 

3°  Quand  ;  s  a|iproche  de  l'origine,  x  s'éloii;ne  à  liiilini  du 
côté  des  x"  positifs.  Mais  comme  on  peut  se  borner  à  létude  de 

valeur  que  l'on  veut,  et  qu'un  peut  ol)tenii-  puur    lini  f{x)  telle  valeur  (|iie  l'on 

J=:  se 

veut,  à  l'exception  peut-être  des  valeurs  polaires,  si  l'on  fait  x  augmenter  indé- 
finiment en  se  déplaçant  sur  une  parallèle  à  la  ligne  de  périodicité  (cette  ligne 
de  périodicité  est  l'axe  réel,  quand  la  période  est  27:).  Ainsi  (ce  qui  n'était  pas 
évident)  une  fonction  circulaire  est  définie  dans  le  plan  tout  entier,  dès  qu'elle 
est  définie  dans  une  bande.  On  peut  se  borner  à  l'étudier  dans  une  bande. 

Quant  aux  fonctions  doublement  périodiques,  il  n'y  aura  pas  lieu  de  les 
répartir  en  deux  classes,  car  il  suffit  de  les  étudier  dans  un  parallciograninie. 
région  finie. 

Cf.  MÉRAY,  Leçons  nouvelles,  etc.,  t.  II,  Cliap.  VII.  et  surtout  Ciiessin.  Ame- 
rican Journal,  181)7,  p.  217,  233,  etc. 

(')  Les  transcendantes  que  nous  allons  retrouver  comme  éléments  de  réduction 
lie  ces  fonctions  peuvent  à  leur  tour  être  définies  par  des  propriétés  fonction- 
nelles, comme  nous  l'avons  dit  (T"  Partie,  p.  170).  Four  la  définitit>n  fonc- 
lionnelle  de  e^,  cf.  Demaktres.  Analyse.  I.  II,  p.  12.  et  pour  celle  de  sinx  ((ui 
a  comme  fondement  les  relations 

f{2X)f[l  )   =    '.f{x)f(x  -r-  -^,  /(-  X)   -  -  f{x). 

cf.  MooitE,  Annals  of  Math.  (  Univ.  of  Virginia),  t.  IX.  p.  '|3  :  i8i)'). 

I'.  -  II.  li 
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la  fonction /(^)  dans  une  bande,  on  peut  supposer  que  le  point  x 
reste  dans  une  bande  déterminée,  quand  \  s'approche  de  l'origine. 
Dès  lors,  en  vertu  des  hypothèses  complénienlaiies,  cp(^)  a  une 
limite  déterminée  (finie  ou  infinie)  quand  \  tend  vers  zéro  : 
l'origine  est  donc  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  pour  la  fonc- 
tion cp(i). 

Quand  \  s'éloigne  à  l'infini,  x  va  à  l'infini  du  côté  des  x^'  néga- 
tifs :  le  raisonnement  précédent  montre  que  le  point  infini  est 
encore  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  pour  la  fonction  'f  (i). 

En  résumé,  cp(ç)  est  une  fonction  analytique  uniforme  n'ayant 
à  dislance  finie  ou  infinie  que  des  singularités  polaires;  c'est  donc 
une  fraction  rationnelle  (n"  291)  ('). 

Théouème  II.  —  Toute  fonction  circulaire  f{x)  a  un  théo- 
rème d'addition  algébiique. 

En  effet,  mettons  cette  fonction  (soit  271  sa  période)  sous  la 
forme  du  quotient  de  deux  polynômes  ^'(e'-^),  /(e^"^),  et  donnons 
à  son  argument  deux  valeurs  .r,  et  ^To.  L'élimination  de  c'-^i,  e'^s 
entre  les  relations  (P^  Partie,  p.  170) 

/( a-i  -H  a-î  )  X (  e'-^'  e'-^^ )  =  <!'(  e'-""'  e'-^=  ) 
conduit  à  une  relation  algébrique 

F[/(^i)./(^2),/(^i  +^2)]  =0, 

dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  X\  et  x-^-  Nous  verrons 
bientôt  à  quelles  conditions  la  réciproque  est  vraie. 


(')  Ce  Ihéorème  justifie  la  définilion  des  fonctions  trigonomélriques  donnée 
plus  haut  (I"  Partie,  p.  23/|  ). 

On  peut  classer  les  fonctions  circulaires  d'après  leur  ordre,  c'est-à-dire  d'après 
le  nombre  des  racines  qu'elles  ont  dans  chaque  bande  (de  même,  l'ordre  d'une 
fonction  elliptique  est  le  nombre  de  ses  zéros  ou  de  ses  pôles  dans  le  parallélo- 
gramme des  périodes).  Une  fonction  circulaire  d'ordre  quelconque  s'exprime 
rationnellement  à  l'aide  d'une  fonction  circulaire  du  premier  ordre  {cf.  Chessin, 
A.  J.,  1897,  p.  206  et  243). 
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Théorème  III.  —  Entre  deux  fonctions  circulaires  de  même 
période  il  existe  une  relation  algébrique  à  coefficients  con- 
stants. 

On  s'en  assure  en  exprimant  chacune  de  ces  fonctions  (soit  27: 
leur  période)  rationnellement  à  l'aide  de  e'-^,  et  en  éliminant  e'-^ 
entre  les  deux  relations  ainsi  obtenues. 

222,  Une  fonction  circulaire  a  pour  dérivée  une  fonction  cir- 
culaire de  même  période  :  il  J  a  donc  une  relation  algébrique 
à  coefficients  indépendants  de  x  entre  une  fonction  circulaire  et 
sa  dérivée  première.  Ainsi  toute  fonction  circulaire  satisfait  à 
une  équation  différentielle  algébrique  du  premier  ordre  à 
coefficients  indépendants  de  x. 

Remarque.  —  Toute  fonclion  périodique  uniforme  non  méro- 
morphe  a  une  infinité  de  singularités  essentielles;  car  si  un  point 
à  distance  finie  est  essentiellement  singulier,  il  en  est  de  même  de 
tous  les  points  congruents  ('). 

§  II.  —  Fonctions  elliptiques. 

223.  Liouville  et  Weierstrass  ont  abordé  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  (P"  Partie,  p.  229)  en  généralisant  les  propriétés 
fonctionnelles  des  fonctions  trigonométriques.  Le  premier  a  mis 
à  la  base  la  notion  de  la  double  périodicité  {-);  le  second  com- 
mence son  exposé  en  cherchant  à  cjuelles  conditions  une  fonc- 
tion  analjli(jue  uniforme  admet  un   théorème  d'addition  algé- 


(  '  )  Bien  que  nous  n'ayons  pas  à  nous  occuper  de  pareilles  fonctions,  disons 
que  la  fonclion  périodique  uniforme  la  plus  générale  f{x)  de  période  210  s'ob- 
tient   en    eUcctuant  dans    la    fonction    iiniforinc    la    plus    générale    la    subslitn- 

lion  \x,  e  ^  ) . 

En  ellet,  la  substitution   (  a:, -A^  log.r  )   transforme /(j?)  en  une  fonction  '^{x) 

qui  est  uniforme,  à  cause  de  la  périodicité  de  f{x);  donc  on  pourrait  obtenir 
/(x)  en  faisant  dans  une  fonction  uniforme  la  substitution  inverse. 

Par  ailleurs,  il  est  évident  qu'en  faisant  cette  substitution  inverse  dans  une 
fonction  uniforme  quelcon(|ue,   la   fonction   transformée  acquiert  la  période  2w. 

(^)  C.  B.,  i85i,  I"  semestre,  p.  /pa,  et  /.  de  Crellc,  t.  88,  p.  i-^-^.  On  y  a  inséré 
les  Leçons  faites  par  Liouville  à  Borcliardt  et  à  Joacliimstall  pendant  leur  séjour 
à  Paris  en  18^7. 
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brique  (').  De  là  ces  définitions  :  une  fonction  elliptique  est 
une  fonction  niéromorphe  doublement  périodique  (Lioiiville): 
cest  la  fonction  niéromorphe  la  plus  générale  ayant  un  théo- 
rème d^ addition  algébrique  (Weierslrass). 

Nous  étudierons  plus  tard  ces  transcendantes  en  partant  de  la 
double  périodicité;  montrons  ici  comment  elle  découle  du  théo- 
rème d'addition. 

224.  Théorème  I.  —  Quand  une  fonction  analytique  uni- 
forme f{x)  a  un  théorème  cV addition  algébrique ,  elle  est 
rationnelle  ou  périodique. 

En  effet,  soit 

F[/(^l)./(-y2J./(>'l^^-2,)J   =0 

la  relation  algébrique  donnée.  Lorsqu'une  ('onction  analytique  uni- 
forme '^{x)  n'est  pas  une  fiaction  rationnelle,  il  existe  au  moins 
un  nombre  a  tel  que  l'équation  o[x)^=a  ait  une  infinité  de 
racines  (n°  241,  remarque).  Par  suite,  si  f{x)  n'est  pas  une 
fraction  rationnelle,  on  peut  choisir  a  de  façon  que  l'équa- 
tion f(^a:-i)  =  a   ait  une  infinité  de  racines  a,.   ...,  y.„,   ...;  dès 

lors  l'équation 

F[f(Xi).a,  z\=o 

est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  z  [pour  toutes  les 
valeurs /(.r,  +  a,),  .  .  . , /(^,  H- a^),  .  .  .].  Cette  équation  F=o 
étant  algébrique,  ces  racines  ne  peuvent  être  toutes  différentes; 
f{Xi  -+-  a/)  est  par  exemple  égal  à  /(a:,  -f-  a^),  ce  qui  montre  que 
la  fonction  f{x)  admet  la  période  a, —  a/,. 

22o.  Tnr.ORÈ::^iE  II.  —  Une  fonction  analytique  uniforme  f{x)y 
(fui  a   un   théorème  d' addition  algébrique  et  admet  une  pé- 

riode  2(o,  ou  bien  est  fonction  rationnelle  de  e  "  ,  ou  bien 
admet  une  seconde  période. 

En  effet,  supposons  que  la  jiériode  yto  soit  primitive  (I"  Partie, 


(  '  )  Formules  et  propositions  pour  l'emploi  des  fonctions  ellipti<jues,  d'âpre- 
Weierslrass,  rédigées  par  Schwarz  cl  Iraduilcs  par  Padé. 
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p.  i68).  Nous  dirons  que  deux  racines  de  l'équation  f(^x)^=a 
sont  distinctes ,  lorsque  leur  difTérence  n'est  pas  un  multiple 
entier  de  2w. 

Deux  cas  sont  possibles,  suivant  que  l'équation  f{x)  =  «  a  un 
nombre  limité  de  racines  distinctes  f[uel  que  soit  a,  ou  bien  sui- 
vant qu'elle  a,  pour  une  valeur  au  moins  de  <7,  une  infinité  de 
racines  distinctes. 

Considérons  le  premier  cas.  La  substitution  \^e^  trans- 
forme f{x)  en  une  fonction  '^{\}  uniforme  bien  déterminée 
(p.  8i).  Or  l'équation  .p(^)^a  n'a  plus,  quel  que  soit  a,  qu'un 
nombre  limité  de  racines;  c'est  donc  une  fraction  rationnelle 
€n  ç,  d'après  le  tbéorème  rappelé  (p.  84)  :  f{x)  est  une  fonction 

/TV.r 

rationnelle  de  e  '^  . 

Dans  le  second  cas,  partons  du  tliéor»'-me  d'addition  auquel 
satisfait  la  fonction  /'  :  en  reprenant  le  raisonnement  du  numéro 
précédent,  on  voit  qu'elle  doit  admettre  la  période  a^ —  a,.  Cette 
période  représentant  la  différence  de  deux  racines  distinctes  (c'est- 
à-dire  non  congrues  à  :?(>i  ),  elle  n'est  pas  multiple  entier  de  2to;  ce 
n'est  pas  non  plus  un  sous-multiple  de  aco,  puisque  la  période  aoj 
€sl  primitive.  C'est  donc  une  période  nouvelle. 

Corollaire.  —  Une  fonction  analytique  uniforme,  à  théorème 
d'addition  algébrique,  admet  dans  le  cas  général  au  moins  deux 
périodes.  Nous  verrons  qu'une  fonction  uniforme  ne  peut  avoir 
trois  périodes.  Par  suite,  tonte  fonction  analytique  uniforn^e^ 
ù  théorème  d'addition  algébrique ,  est  dans  le  cas  général 
doublement  périodique. 
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Nous  avons  vu  qu'il  est  possible  d'aborder  par  divers  côtés 
l'étude  des  fonctions  analvtiques. 

On  peut  partir  de  la  considération  de  fonctions  de  deux  variables 
réelles  indépendantes,  que  l'on  associe,  sans  en  chercher  l'expres- 
sion arithmétique  explicite,  dans  le  cas  où  ces  fonctions  et  leurs 
dérivées  jouissent  de  certaines  propriétés.  De  là  résultent  des 
fonctions  de  variable  complexe,  dont  Riemann  poursuit  l'étude 
en  faisant  jouer  à  la  Géométrie  un  rôle  important. 

La  même  définition  par  des  propriétés  fonctionnelles,  a[q)Hquée 
directement  à  une  fonction  de  variable  complexe  considérée  encore 
a  priori,  conduit  à  une  représentation  analytique  de  cette  fonc- 
tion au  moyen  d'une  intégrale  :  Cauchy  a  trouvé  le  moyen  d'en 
déduire,  avec  une  admirable  élégance,  les  plus  importantes  pro- 
positions de  la  Théorie  des  fonctions  analvtiques. 

Enfin,  on  peut  laisser  de  côté  la  définition  d'une  fonction  par 
ses  propriétés,  y^  substituer  une  forme  analytique  de  représentation 
de  la  fonction,  et  ainsi  tout  faire  reposer  sur  une  base  arithmétique. 
C'est  ainsi  que  Weierstrass  définit  la  fonction  analytique  par  la 
chaîne  de  séries  dont  nous  avons  parlé,  et  a  recours  aux  séries  de 
puissances  pour  en  poursuivre  l'élude. 

Ces  trois  conceptions  sont  en  germe  dans  les  découvertes  de 
Cauchy  (')  :  néanmoins,  tandis  (pie  Cauchy  s'attache  spécialement 
à  la  seconde  méthode,  c'est  de  Riemann  et  de  Weierstrass  que  les 


Cj  C'est  à  lui  en  particulier  que  revient  l'honneur  d'avoir  appris  à  élutlier, 
sur  les  équations  elles-uiénies,  les  fonctions  définies  par  ces  équations  :  il  a 
montré  comment  les  suivre  dans  leur  domaine  d'existence,  sans  reiourir  à  une 
expression  explicite  valable  dans  tout  ce  domaine.  Cette  idée  rayonne  aujourd'liui 
dans  toute  l'Analyse. 


88  I.IVRK    II. 

autres  reçoivent  leur  développement.  Aussi,  pour  les  distinguer 
entre  elles,  on  les  caractérise  souvent  parles  trois  noms  de  Rie- 
mann,  de  Cauchv,  de  Weierstrass  ('). 

Jusqu'ici,  nous  nous  préoccupions  moins,  dans  le  groupement 
des  théorèmes,  du  procédé  suivi  pour  les  établir  que  du  résultat 
obtenu.  Dans  ce  qui  va  suivre  nous  chercherons  davantage  à  rap- 
procher ceux  dont  la  démonstration  repose  sur  les  mêmes  prin- 
cipes, en  nous  plaçant  successivement  au  point  de  vue  de  Cauchv, 
au  point  de  vue  de  Weierstrass,  au  point  de  vue  de  Riemann.  Si 
nous  sommes  contraints,  en  conséquence,  de  séparer  parfois  des 
propositions  relatives  à  une  même  catégorie  de  fonctions,  cet 
inconvénient  est  peut-être  compensé  par  les  avantages  qu'il  y  a 
à  mieux  mettre  en  lumière  l'unité  de  méthode. 


(')  Comme  nous  l'avons  dit  (I"  Partie,  p.  202  et  299),  il  faudrait  faire  pré- 
céder les  noms  de  ces  trois  créateurs  de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  de 
celui  de  Gauss  :  les  principes  essentiels  qui  servent  de  fondement  à  leur  étude  lui 
étaient  connus.  Mais  Gauss  n'a  rien  publié  sur  cette  question,  n'a  presque  rien 
communiqué,  et  ses  manuscrits  n'ont  été  retrouvés  que  longtemps  après  sa  mort. 
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CHAPITRE  VIII. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  AU  POINT  DE  VUE  DE  CAUCHV 


226.  Cauchy  considère,  avons-nous  dit,  les  fonctions  qui  sont 
en  général  uniformes,  continues,  monogènes,  et  ont  une  dérivée 
continue  (M.  Un  théorème  fondamental  conduit  à  une  formule 
qui  en  donne  l'expression  analytique,  dans  un  domaine  à  con- 
nexion simple  ou  multiple  ne  se  recouvrant  pas,  au  moyen  d'une 
intégrale. 

On  en  déduit  aisément  la  représentation  des  fonctions  liolo- 
morphes  par  des  séries  de  Taylor,  les  formules  de  Laurent,  de 
Fourier,  de  Lagrange,  de  Weierstrass,  de  Mittag-Leffler.  IMus 
tard  les  développements  des  fonctions  elliptiques  en  séries  et  leur 
décomposition  en  éléments  simples  en  seront  des  corollaires 
immédiats. 

A  cet  ensemble  d'applications  relatif  à  la  représeiHation  des 
fonctions  analytiques,  il  laut  joindre  des  méthodes  qui  permettent 
d'établir  leurs  propriétés,  de  prouver  l'existence  des  solutions  des 
équations  difTérentielles,  d'intégrer  ces  équations,  d'évaluer  les 
intégrales  définies,  etc. 


(')  Ces  conditions  de  Cauchy  ont  été  simplifiées,  puisqu'il  suffit,  pour  élablii- 
la  Théorie  des  fonctions  analyliques,  de  s'appuyer  sur  la  monogénéité  de  la  fonc- 
tion, sans  faire  intervenir  la  continuité  de  sa  dérivée  (I"  Partie,  p.  27.5). 

On  a  même  pu  remplacer,  sur  certains  ensembles  de  points,  la  condition  de 
monogénéité  par  celle  de  continuité.  Par  exemple,  si  une  fonction  définie  dans 
un  domaine  (0  est  continue  dans  (Ç),  et  si  elle  est  monogène  dans  tO  sauf  peut- 
être  sur  un  ensemble  réductible  de  points,  de  lignes  rectifiables,  ou  même  ric 
certaines  lignes  non  rectifiables,  elle  est  aussi  monogéne  sur  cet  ensemble,  et  par 
suite  liolomorphe  dans  le  domaine  (0  tout  entier  { f/.  PoMPKif,  C.  B.,  190», 
i"  semestre,  p.  ngô). 

Si  la  fonction  était  donnée  sous  la  forme  u\x,y)  -+-  i  v{x,y),  il  suffirait,  pour 
qu'elle  soit  analytique  dans  (0,  que  dans  ce  domaine  les  fonctions  u  et  v  fussent 
uniformes,  continues,  aient  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  satisfaisant 
aux  conditions  de  Cauchy-Riemann.  cL  qu'uNE  selle  de  ces  quatre  dérivées 
partielles  /lit  continue  {CvRTiss,  B.  of  the  American  M.  S-,  mai  1902,  p.  Saçi). 


go  LIVRE    II.    —    CHAPITRE    VIII. 

C'est  ainsi  que  sur  un  fondement  unique,  la  considération 
d'intégrales  prises  le  long  d'un  contour,  Cauchj  fait  reposer  une 
étude  générale  des  fonctions  ('  )  :  par  sa  simplicité  et  sa  fécondité, 
cette  théorie  est  devenue  l'une  des  plus  belles  de  l'Analyse  mathé- 
matique. Continuons  son  exposé. 

§  I.  —  SÉRIES  DE  Taylor;  fonctions  entières. 
Prolongement  analytique. 

Les  fonctions  analytiques,  définies  par  les  conditions  de  Cauchy, 
sont  développables  dans  certains  domaines  en  séries  de  puissances 


(')  Nous  n'avons  à  pailer  ici  que  des  travaux  de  Cauchy  relatifs  à  la  Théorie 
des  fonctions,  les  plus  imporlanls  du  reste,  car  ses  découvertes  sur  les  intégrales 
imaginaires  «  ont  ouvert  la  voie  à  la  théorie  générale  des  fonctions,  l'œuvre  ana- 
lytique importante  de  notre  temps.  A  celte  œuvre,  Cauchy  a  donné  la  première 
impulsion;  ceux  qui  la  poursuivent  aujourd'hui  sont  ses  continuateurs;  les 
découvertes  mémorables  de  Hiemann  et  de  M.  Weierstrass  dans  cette  voie... 
ont  été  préparées  par  les  travaux  du  grand  géomètre  français.  »  [Hermitk, 
Discours  prononcé  à  l'inauguration  de  la  nouvelle  Sorbonne  {B.D.,  1890,  p.  3o).] 

Mais  on  sait  assez  quelle  inllueuce  il  a  exercée  dans  tous  les  domaines. 

«  Ses  œuvres  occupent  une  place  immense  dans  la  Science.  Toutes  les  parties 
des  Mathématiques,  la  Géométrie,  l'Algèbre,  la  Théorie  des  nombres,  le  Calcul 
intégral,  la  Mécanique,  l'Astronomie,  la  Physique  mathématique  lui  doivent  les 
plus  grandes  découvertes.  Plus  de  700  Mémoires...,  puis  des  Ouvrages  d'une 
importance  capitale  sont  le  témoignage  de  sa  prodigieuse  activité  scientifique  et 
de  la  fécondité  de  son  génie.... 

»  En  Géométrie  élémentaire,  je  mentionnerai  comme  présentant  un  caractère 
unique  la  démonstration  de  cette  proposition  qu'un  polyèdre  convexe  quelconque 
ne  peut  être  changé  en  un  autre  polyèdre  convexe,  qui  sérail  compris  sous  les 
mêmes  plans  polygonaux  et  disposés  dans  le  même  ordre  ks  uns  à  l'égard  des 
autres. 

»  En  Arithmétique,  Cauchy  donne  la  démonstration,  vainement  cherchée  jus- 
qu'à lui,  du  théorème  énoncé  par  Fermât,  que  tout  entier  est  décomposable  en 
trois  nombres  triangulaires,  en  quatre  carrés,  en  cinq  nombres  pentagones,  etc. 
Ses  autres  travaux  sur  les  sommes  alternées  et  la  représentation  des  nombres 
premiers  ou  de  leurs  puissances  par  les  formes  quadratiques  de  déterminant 
négatif  que  Gauss  a  nommées  principales,  sont  du  plus  haut  intérêt. 

»  Ses  recherches  algébriques  concernent  surtout  la  Théorie  des  substitutions. . . . 

))  En  Mécanique,  il  faut  mentionner  le  Mémoire  sur  la  théorie  des  ondes,  ... 
l'équilibre  et  le  mouvement  d'une  lame  solide,  les  vibrations  longitudinales  d'une 
verge  cylindrique  ou  prismatique,  ...  les  vibrations  d'un  double  système  de 
molécules  et  de  l'éther  dans  un  corps  cristallisé,  ...  la  réflexion  et  la  réfraction 
de  la  lumière,  la  polarisation,  etc. 

»  La  Mécanique  céleste  a  été  aussi  l'objet  de  Mémoires  nombreux  et  célèbres » 

(Heh-mite,  loc.  cit.) 
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(  1'^''  Partie,  p.  289);  par  suite,  clans  ces  domaines,  les  diverses 
branches  de  ces  fonctions  jouissent  des  propriétés  démontrées 
directement  pour  les  séries  entières.  Nous  allons  tirer  de  nouvelles 
conséquences  de  cette  représentation  des  fonctions  holomorphes 
par  des  séries. 

227.  Théorème  1.  —  Les  racines  d'une  fonction  analytique 
sont  d'un  désiré  de  multiplicité  fini  et  entier;  une  racine 
d'ordre  n  pour  la  fonction  est  racine  d'ordre  n  —  i  pour  sa 
dérivée. 

En  efTet,  soity(.r)  une  branche  d'une  fonction  analytique  dans 
un  domaine  (0.  Si  f{oc)  est  holomorphe  en  un  point. r^  de  Q,  et 
s'annule  en  ce  point  ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées,  on  a, 
dans  le  voisinage  de  Xç^  [V^  Partie,  p.  289), 

par  suite  la  racine  x^  a  pour  ordre  Ventier  n  (I'*^  Partie,  p.  58). 

Cet  ordre  esl fini.  En  efl'et,  si  la  fonction  et  toutes  ses  dérivées 
s'annulaient  en  Xo,  f{x)  serait  nulle  dans  tout  le  cercle  de  conver- 
gence de  la  série  (i).  Ce  résultat  acquis,  on  s'en  servirait  pour 
établir  que  la  fonction  est  nulle  dans  un  second  cercle;  de  proche 
en  proche,  on  montrerait  qu'elle  est  nulle  dans  tout  le  domaine  cô. 

Enfin,  la  fonction  f'{x)  s'annulant  en  Xq  avec  ses  n  —  2  pre- 
mières dérivées,  Xo  est  racine  d'ordre  n  —  i   dcf\x). 

228.  Théorème  II.  —  Une  fonction  f(x}  analytique  dans  un 
domaine  cO  ne  peut  être  holomorphe  et  avoir  une  valeur  con- 
stante le  long  d'un  élément  fini  ^  d'une  courbe  continue  inté- 
rieure à  (Jt),  sans  être  constante  dans  toute  la  région  où  elle 
reste  holomorphe  (P*^  Partie,  |).  '>.\l\). 

En  edet,  soient  X(,  et  x^  deux  points  arbitraires  de  la  ligne  y, 
A  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  centre  .ro,  on  a 

(2)  f(^x)=f{x^)-\-{x  —  x^)f\x^)-^.... 

La  différence  des  valeurs  que  prend  y(^)  aux  |»oints  ^0  cl  .r, 
demeurant  nulle  quand  jr,   tend  vers  Xç^  en  suivant  la  courbe  y,  il 
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en  est  de  même  du  rapport  /{-JCs)  —  f{Xçf)\X\  —  Xq^  et  de  sa 
limite  /'{xq).  La  dérivée  première  de  f{x)  est  donc  nulle 
en  Xq. 

Elle  est  aussi  nulle  en  tous  les  points  de  la  ligne  y,  puisque  le 
point  Xq  est  un  point  arbitraire  de  y.  Donc  la  dérivée  seconde 
de  /(x)  est  nulle  en  Xq  ;  et  ainsi  de  suite. 

Toutes  les  dérivées  de  /(x)  étant  nulles  en  Xq,  celte  fonction 
demeure  constante,  en  vertu  de  la  formule  (2),  à  l'intérieur  du 
cercle  C,  et  par  extension  dans  tô  ('). 

Corollaire.  —  On  sait  que  deux  polynômes  de  degré  n,  égaux 
pour  plus  de  n  valeurs,  sont  identiques.  Le  théorème  apprend  que 
deux  fonctions,  holoniorphes  dans  itn  domaine  d'un  seul 
tenant  et  ayant  même  relieur  sur  un  élément  de  courbe  inté- 
rieur à  ce  domaine,  sont  identiques  dans  tout  ce  domaine, 
puisque  sur  cet  élément  leur  différence  est  nulle. 

229.  Thkorème  IIL  (Cauchy-Liouville.  )  —  Une  fonction 
entière  G(.r),  dont  le  module  ne  croit  pas  indéfiniment  avec 
celui  de  la  variable,  est  une  constante  (-). 

En  effet,  soit  M  une  limite  supérieure  de  |G(:r)|.  Dans  un 
cercle  de  rayon  quelconciue  r  décrit  de  l'origine,  on  a 

G{x)  =  ao-+-«i.r+.  .  .-+-  a,ix"  -h.  .  .  ; 

l'hypothèse  lG(.r)  |  <;iM  sur  la  circonférence  de  rayon  /•  entraîne 

(I''^  Partie,  p.  297) 

I  a"  I  <  M/--". 

Cette  inégalité  est  vraie  si  grand  que  soit/-;  par  suite  M/~"  tend 
vers  zéro  quel  que  soit  n.  Les  coefficients'rt,,  .  .  .,  ««,  .  .  .  sont 
donc  nuls. 


(')  Cette  démonstration  est  tic  .\eiiniann  (]'orlesungen  ûber  Riemann's 
Tlieorie,  p.  96). 

(')  Une  foncti(jii  entière  est  une  fonction  analytique  sans  singularité  à  distance 
finie  (l"  Partie,  p.  58),  ou  ce  qui  revient  au  même  (I"  Partie,  p.  392  et  Sof)  ), 
dont  le  développement  taylorien  a  un  rayon  de  convergence  infini. 
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Ainsi  une  fonction  analytique  unilbrme  ne  peut  èlre  régulière 
en  tout  point  à  distance  finie  ou  infinie  ('). 

230.   Henni  te  a  généralisé  le  théorème  de  Cauchj-Liouville. 

S'il  existe  un  nombre  n  tel  que  \x~"  G(.r)  |  soit  toujours  infé- 
rieur à  un  nombre  fixe  M,  si  grand  que  soit  Ixl,  la  fonction 
entière  se  réduit  à  un  polynôme  de  degré  n  (-). 

En  effet,  de  J'Iijpolhèse  |x~"  G(  .r  j  |  <  M,  on  déduit  cette  fois 

I  Un+i,  I  <  iM  /■-/', 

/■  désignant  un   nombre   aussi  grand  que   l'on  veut  el  p  un  entier 

{')  Ce  théorème,  sous  sa  forme  générale,  est  dû  à  Caucliy  qui  renonce  ainsi  : 

Si  une  fonction  d'une  variable  réelle  ou  imaginaire  z  reste  toujours  con- 
tinue, par  conséquent  toujours  Ji  nie  pour  des  valeurs  finies  de  z  et  si  d'ail- 
leurs cette  fonction  ne  cesse  pas  d'être  finie,  même  pour  des  valeurs  infinies 
de  z,  elle  se  réduira  simplement  à  une  constante.  {C.  Ji..  i8'|'i;  Œuvres. 
r"  série,  t.  VIII,  p.  378.) 

Dans  ses  Leçons  (18^7),  f^iouville  prouve  seulement  qu'une  foncliuii  double- 
ment périodique  qui  ne  devient  jamais  infinie  est  impossible.  (C.  li.,  i85i, 
I"  semestre,  p.  /|52;  /.  de  Crelle.  t.  88,  p.  277.) 

Pour  d'autres  démonstrations  de  ce  tliéorème,  cf.  n"  312  et  \b:uMANN  :  Vorle- 
sungen  uber  Rieinann's  Théorie,  p.  i^g- 

Il  peut  arriver  que  le  module  de  la  fonction  entière  ne  croisse  indéfiniment 
qu'à  l'intérieur  d'un  angle  donné  d'avance  aussi  petit  que  l'on  veut,  comme  l'a 
montré  sur  un  exemple  M.  Mittag-Lefller  (C  R.,  n)o3,  i*'  semestre,  p.  ôSg). 

Signalons  encore  ce  tliéorème  : 

Soit  f{x)  une  fonction  holomorphe  en  tout  point  à  distance  finie  d'un 
secteur  limité  par  deux  rayons  Oa,  Ob.  Si  son  module  ne  croît  pas  indéfi- 
niment quand  x  s'éloigne  à  l'infini  entre  deux  rayons  quelconques  Oa^,  0^, 
situés  dans  l'angle  «0  6,  f\x)  et  par  suite  toutes  les  dérivées  de  f{x) 
tendent  vers  zéro. 

Il  peut  évidemment  arriver  que  \f{x)  \  ne  croisse  pas  indélinimcnt  dans  uni- 
direction  Oa,,  sans  que  pour  cela  f'{x)  tende  vers  zéro  dans  celte  direction; 
mais  alors  \  f(x)  \  croît  indéfiniment  dans  des  directions  infiniment  voisines. 
C'est  ce  qui  arrive  pour  la  fonction  s\nx  (  Paim.kvÉ,  A.  T.,  1888,  13.,  p.   18). 

Enfin,  faisons  la  remarque  suivante,  dont  M.  Borel  tire  fréquemment  parti  : 
•Si  une  fonction  entière  devient  très  grande  quand  (  x  \  augmente,  c'est  surtout 
parce  que,  pour  chaque  valeur  de  \x\,  un  terme  devient  très  grand,  el  non  parce 
que  beaucoup  de  termes  deviennent  très  grands  {A.  M.,  t.  \X,  p.  SgS;  Leçons 
sur  les  séries  à  termes  positifs). 

(-)  On  suppose  que  l'inégalité  servant  d'hypothèse  n'est  vérifiée  pour  am  um 
valeur  de  l'exposant  inférieure  à  n.  (Cf.  Hkumitk,  J.  M.,  i885,  p.  ;>. ) 

Une  méthode  analogue  a  conduit  M.  Iladamaid  à  un  résultat  plus  général 
(C  /?.,  1892,  1"  semestre,  p.   io53). 
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positif  arbitraire.  Dès  lors  ««^i,  ««+2)  •  •  ■  sont  nuls  5  G(.r)  est  un 
polynôme  de  degré  n. 

231.  La  distinction  entre  les  fonctions  entières  rationnelles 
(ou  polynômes)  et  les  fonctions  entières  transcendantes  peut  se 
faire  d'après  la  nature  de  leur  point  à  l'infini. 

En  eflel,  la  substitution  [x^  x~^)  remplace  une  fonction  entière 
par  une  fonction  dont  le  développement  suivant  les  puissances 
négatives  de  la  nouvelle  variable  a  un  nombre  limité  ou  illimité 
de  termes.  Par  suite,  l'origine  est,  suivant  les  cas,  un  pôle  ou  un 
point  singulier  essentiel  pour  cette  fonction  transformée. 

Le  point  in/ini  esl  donc  un  pôle  dans  le  cas  du  polynôme  :  c'est 
une  discontinuité  essentielle  pour  les  fonctions  entières  transcen- 
dantes. 

Nous  en  conclurons  qu'à  l'extérieur  de  tout  cercle,  si  grand 
qu'en  soit  le  rayon,  non  seulement  une  (onclion  entière  trans- 
cendante dépasse  tout  nombre  donné  (p.  92),  mais  c\n  elle  s'ap- 
proche autant  cpie  Von  veut  de  tout  nombre  donné  (n"  241). 

232.  Soient  a  et  b  deux  constantes  finies  quelconques. 

Théorème  IV.  (Picard.)  —  Une  fonction  entière  qui  ne  peut 
prendre  ni  la.  valeur  a,  ni  la  valeur  b  pour  une  valeur  finie 
de  la  variable  x,  se  réduit  à  une  constante.  Une  fonction 
entière  qui  ne  peut  prendre  ni  la  valeur  «,  ni  la  valeur  b  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  x  se  réduit  à  un  polynôme  ('). 

La  démonstration  ordinaire  de  ce  tbéorème  repose  sur  des 
propriétés  des  fonctions  modulaires  (");  aussi  ne  sera-t-elle 
donnée  que  plus  lard. 

(')  Ainsi,  des  deux  cqualions  G(^)  =  «,  C>{x)  =6,  rune  au  moins  a  une 
racine,  si  G{x)  n'est  pas  une  constanle,  et  l'une  au  moins  a  une  infinité  de 
racines,  si  G(^)  n'est  pas  un  polynôme.  On  peut  appeler  équaliona  exception- 
nelles les  équations  G(a;)=const.  qui  n'ont  pas  de  zéro  ou  n'en  ont  qu'un 
nombre  limité,  et  dire  qu'à  loule  fonction  entière  correspond  au  plus  une 
équation  exceptionnelle. 

(^)  Picard,  A.  E.  N.,  1880,  p.  i'|Get  i.5'|.  —  M.  Iladamard  a  démontré  le  théo- 
rème sans  faire  d'emprunt  à  la  théorie  des  fonctions  modulaires,  dans  le  cas 
particulier  où  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction  entière  satisfont 
à  certaines  inégalités  (/.  M.,  1898,  p.  188).  M.  Borel  en  a  prouvé  la  première 
partie  dans  le  cas  général,  également  sans  l'intervention  des  fonctions  modulaires 
(C.  R.,  1896,  1"  semestre,  p.   io45;   Leçons  sur  tes  fonctions  entières,  p.  io3). 
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Remarque.  —  Le  module  d'une  fonclion  enlicre  |ieiit  dépasser 
tout  nombre  donné  ;  donc,  elle  peut  prendre  toute  valeur,  sauf 
peut-être  une  seule  valeur  finie.  On  a  ainsi  un  énoncé  qui  com- 
prend le  théorème  de  Cauchy-Liouville  et  celui  de  M.  Picard  ('). 

233.  Théorème  V.  —  Une  série  dont  les  éléments  sont  Iiolo- 
morphes  dans  un  domaine  borné  simplement  connexe  (ô  et  sont 
continus  sur  la  frontière  G  de  cO,  définit  une  fonclion  holo- 
morphe  dans  tout  domaine  Cô'  intérieur  à  (0  et  sans  point 
commun  avec  G,  pourvu   que  cette  série  converge  dans  Cô  et 

CONVERGE    UNIFORMÉMENT  SUr  G. 

En  efTet,  soit 

(3)  s(ô)  =  «o(^)-H  "iC-)  +•  •  •-+-  "«(-)  +••• 

la  série  donnée.  Son  intégrale  le  long  de  G  s'obtient  en  faisant  la 
somme  terme  par  terme  des  intégrales  de  ses  éléments  (I'"''  Partie, 
p.  lao);  il  en  est  de  même  si  l'on  n'effectue  l'intégration  de  ces 
éléments  qu'api'ès  avoir  divisé  chacun  d'eux  par  z — .r,  x  repré- 
sentant l'aflîxe  d'un  point  intérieur  à  oD.  On  a  donc 

■i~i  J    z  —  X  .^  iizi  J„  z X 


(')  En  se  bornant  aux  fonctions  de  genre  Ji  ni  {w^^^),  M.  Hadamard  a  étendu 
le  itiéorcme  de  M.  Picard;  il  a  montré  qu'en  désignant  par  P{x)  et  Q(a7)  deux 
polynômes  différents,  il  est  impossible  (jue  les  deux  équations  G(.r)  =  P(j;), 
G{x)  =Q{x)  aient  chacune  un  nombre  limilé  de  racines  sans  que  G{x)  soit 
aussi  un  polynôme  (Hadamard,  /.  M.,  1898.  —  Borel,  Fonctions  entières,  p.  89). 

En  prenant  l'expression  d'équation  exceptionnelle  dans  un  sens  un  peu  plus 
large  et  en  faisant  intervenir  la  notion  d'ordre  d'une  fonction  entière  (n°  283), 
M.  Borel  a  montré  qu'une  fonction  entière  a  encore  au  plus  une  équation  excep- 
tionnelle quand  son  ordre  est  entier,  et  qu'elle  n'en  a  pas  quand  son  ordre  n'est 
pas  entier  (Leçons  sur  les  fonctions  niéromorphes,  p.  56).  M.  Ihidamard  a 
trouvé  pour  les  fonctions  entières  de  genre  infini,  et  même  dans  le  voisinage 
d'un  point  essentiel  pour  les  fonctions  analytiques,  une  lègie  dexclusion  ana- 
logue :  elle  permet  de  reconnaître  si  le  cas  d'exception  que  comporte  le  tliéorème 
de  iM.  Picard  peut  se  présenter  pour  la  fonction  considérée  (C  R.,  1902,  1°  semestre, 
p.  i3o9). 

Enfin,  M.  Picard  avait  facilement  déduit  de  son  lliéorénie  celle  proposition 
qui  le  renferme  comme  cas  particulier  :  il  ne  saurait  y  avoir  plus  de  deux 
valeurs  finies  a  et  b  que  ne  puisse  prendre  une  fonclion  méromorplie,  pour 
une  valeur  finie  de  la  variable.  Le  tliéorème  de  (rMemixrt  en  est  aussi  une 
conséquence  (Picard,  A.  E.  N.,  1880). 
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Le  premier  membre  représeote  une  fonction  continue,  uni- 
forme,  monogène,   par   suite,   une   fonction   holomorphe   (');  le 

second    membre    a    pour    valeur    (!/''    Partie,    p.    ^t8i)    ^^  u„{x) 

(puisque  les  fonctions  it,i  sont  holomorphes)   c'est-à-dire  s(x). 
La  série  s{x)  est  donc  bien  une  fonction  holomorphe  (-  ). 

Corollaire.  —  Soient  a  et  x  deux  points,  l'un  arbitraire  inté- 
rieur à  cD,  l'autre  intérieur  à  une  circonférence  F  de  centre  a  ne 
sortant  pas  de  (Q.  On  a  (I'''  Partie,  p.  290) 

(x  —  a  )"       ,  ,  ni      r      s(z)dz 


Remplaçons  dans  celte  dernière  intégrale  la  série  s(z)  par  son 

(')  On  peut  aussi  prouvor  que  cette  intégrale  est  holoniorplic  en  dévelop- 
pant     suivant  les  puissances  croissantes  de  ce  —  a,  a  désignant  un  point 

z  —  X 

intérieur  à  (J3  {cf.  l'"  Partie,  p.  289),  et  en  intégrant  ternie  par  lerme  la  série 
obtenue,  après  en  avoir  multiplié  les  éléments  par  s(z). 

(-)  On  voit  directement  que,  dans  les  conditions  de  l'énoncé,  la  série  s{z) 
converge  uniformément  dans  cD'  ainsi  que  les  séries  formées  par  les  dérivées 
successives  des  ternies  de  s{z). 

En   efFel,   formons   la  série  de  terme  général  '-^-^ — 7;  soient  M  la  valeur 

"  (s— .r  )/•■*-' 

maximum  de  |  z — a;  |  ''^'  quand  z  se  déplace  sur  C  et  a:  dans  ffî,  et  ''„(-)  le 
reste  de  la  série  s{z).  A  tout  n(jmbre  s  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  N 
tel  que,  pour  n  >  N,  |  M  /■„(5)  ]  soit  inférieur  à  s,  quand  le  point  z  parcourt  C 
Par  suite  la  série 


iXî^ 


(z)  'j/t:  V^ 

j;)'"'  pi    .^ 


a  un  reste  R„  dont  le  module   n'atteint   pas  sL  (L  désignant  la  longueur  de  C) 
pour  les  valeurs /2  >  N  :  donc  la  série  2.  "!'. ''^)  converge  uniformément  dans  (E)'. 

On  en  conclut  aussi  (I"  l^artie.  p.  127)  que  celte  série  représente  la  dérivée 
d'ordre  p  de  s{z). 

Ce  tbcorème  subsiste  quand  les  termes  «„(^)  cessent  d'être  continus  sur  C  en 
des  points  ne  formant  pas  de  suite  linéaire  (à  condition  que  ces  termes  restent 
bornés),  et  quand  la  convergence  uniforme  de  s{z)  sur  C  n'a  plus  lieu  en  des 
points  ne  formant  pas  de  suite  linéaire  [pourvu  que  |s„{^)  I  soit  borné]. 

Cf.  Painlkvé,  a.  t.,  1888,  B.,  p.  II.  —  Dalwigk,  M.  A.,  t.  LV,  p.  5i6. 
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expression  (3)  ce  qui  donne 

En  vertu  du  ihéorème,  la  série  à  Lermes  conlinus  2_,"p  converge 
uniformément  sur  la  circonférence  F;  on  peut  donc  intervertir  les 
symboles  de  sommation  et  d'intégration  et  écrire 


s"  (a) 


n,Jz) 


a)'' 


dz  =  y  u',', 


(a). 


Ainsi,  dans  les  conditions  de  l'énoncé,  /es  séries  formées  par 
les  sommes  des  dérivées  successives  des  termes  de  la  série  s(x) 
convergent  uniformément  dans  lO'  et  représentent  les  dérivées 
successives  de  s(x)^  ce  <|ui  prouve  l'existence  de  ces  dérivées 
(déjà  établie,  I'*  Partie,  p.  •>.<S'>  )  et  fournit  un  procédé  pour  les 
obtenir  [voir  I'*-'  Partie,  p.  ■>.•>.■)  ). 

■^Si.  L'important  théorème  de  Weierstrass  démontré  plus  haut 
à  l'aide  de  théorèmes  sur  les  séries  (P''  Partie,  p.  '219)  résulte 
immédiatement  des  calculs  précédents. 

En  etfet,  ramenons  à  l'origine  le  point  a  et  combinons  les 
égalités  ci-dessus  ainsi  transformées;  il  vient,  dans  le  nou\oaii 
domaine  de  frontière  l\ 


/'=" 


On  a  du  reste,  dans  ce  domaine. 


Donc,  le  coellicient  de  x"  dans  le  développement  do  s[^j')  en 
série  entière  est  la  somme  des  coefficients  des  termes  en  .r"  dans 
les  développements  des  élcmenls  Ui,[x)  en  séries  entières. 

235.   JNous  terminerons  ce   Paragraphe  en  ex|)osanl  deux  mé- 
thodes de  prolongement  analvtique,  rpii  se  rattachent  à  la  fois  aux 
procédés  de  Cauchj  cl  aux  méthodes  géométri(jues  de  Iliemann. 
P.    -  II. 
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Commençons  par  celle  de  M.  Lindelof,  qui  repose  essenliellement 
sur  l'emploi  de  \i\.  représentation  conforme  ('). 

Soient  tî)  un  domaine  simplement  connexe  d'an  plan  x,  et  G  un 
cercle  arbitraire  situé  dans  un  autre  plan  -7,  par  exemple  un  cercle 
ayant  l'origine  pour  centre  et  l'unité  pour  rajon.  Une  proposi- 
tion fondamentale  due  à  Riemann  (n°  326)  apprend  à  former  une 
fonction  analytique  uniforme  dans  CD,  g{x)^  telle  que  la  trans- 
formation ~  =  g(^x)  établisse  une  correspondance  bianivoqae  et 
conforme  entre  les  domaines  (D  et  G. 

En  faisant  l'inversion  d'une  pareille  relation  -:=:  "(a:')  on 
obtient  une  fonction  :r  =  ■*,'(-:),  elle  aussi  holomorphe  dans  le 
cercle  G,  d'après  les  propriétés  des  représentations  biunivoques 
et  conformes  (n"^  194  et  323). 

Cela  posé,  soity(^)  une  fonction  holomorphe  dans  CD  :  son  déve- 
loppement en  série  suivant  les  puissances  de  ;r  —  Xq,  a^o  désignant 
un  point  arbitraire  intérieur  à  (D,  ne  converge  que  dans  un  cercle  ; 
par  suite  la  fonction  n'est  représentée  par  le  développement  de 
ïajlor  que  dans  une  partie  du  domaine  où  elle  existe. 

Mais  faisons  la  substitution  .r  :=y(T).  Elle  transforme  la  fonc- 
tion/(:r)  en  une  fonction  o(t)  holomorphe  dans  G  (-),  par  suite 
développable  dans  ce  cercle  en  une  série  de  la  forme 

c&  (  T  I  =  ay  -^  a,  T  -f- .  .  .  H-  a,i  T"  -+-  .  .  . . 

On  en  conclut 

/(,ri  =  ao-h3(i^(^)4-...-i-a;,[A'(ar)]"-f-..., 

développement  valable  dans  tout  le  domaine  (D. 


(  '  )  LiNDEL("(F,  Acia  Societalis  Scientiarum  Fennicœ,  l.  X\I\',  n"  7  (avril  1898). 

(^)  Il  résulte  immédialcmcnl  des  définitions  de  Cauchy  que  si  f{x)  est  fonc- 
tion lioloniorplic  de  x  clans  CO,  et  si  x  est  fonction  holomorphe  de  t  dans  (5, 
f[x)  est  une  fonction  holomorphe  de  t  dans  G  {voir  I"  Partie,  p.  ôa). 

Pour  établir  cette  proposition   par  les  méthodes  de  Wcicrstrass,  on   part   des 

développements 

X  —  ^,1  =  a,T  -f-  a^T-  +  . . ., 

f(x)-b,-^b^{x  —  x„)+... 

et  du  théorème  (I"  Partie,  p.  224)  qui  permet,  au  point  de  vue  des  subsliUitions. 
de  traiter  les  séries  entières  comme  des  polynômes. 


J 
I 
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C'est  bien  vme  inéllioflc  de  prolongenierjl  analvli(|iie  des  fonc- 
tions, que  nous  venons  d'exposer,  méthode  qui  permet  le  calcul 
effectif  de  leurs  valeurs  numériques  en  dehors  du  cercle  de  con- 
vergence de  leur  élément  initial. 

En  effet,  soit  y?(.r  —  Xo)  l'élément  (|ui  d(Hinil  la  foiulion  ana- 
lytique /(■'")',  fonction  que  l'on  sait  être  holoniorphe  dans  un 
domaine  CO,  |)ius  étendu  que  le  cercle  de  convergence  C  de  l'élé- 
ment fi';  /{x)  est,  par  exemple,  une  intégrale  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire,  dès  lors  une  fonction  dont  on  connaît  a  priori 
les  singularités  possibles.  Pour  avoir  la  valeur  de  cette  fonction  en 
un  |)oint  quelconque  Xx  de  CD,  il  suffira  de  considérer  un  domaine 
simplement  connexe,  ayant  à  son  ititi-rieur  les  points  ./q  et  j:,,  que 
Ton  sache  représenter  d'une  façon  conforme  sur  le  cercle  îr,  de 
telle  sorte  que,  par  exemple,  les  points  j^„  et  o  des  deux  plans  se 
correspondent.  Soit 


la  substitution  qui  réalise  celte  représentation. 
Ordonnons  l'élément 

^(J7  —  a^o)  =  ^0-1-  ^l(-2"  —  -2'u  )-!-•••+  6/,  (■2"  — ^o)"-i- 

c'est-à-dire  la  série 

6o-V-6i(«i-:-i-.  ..-f-rt,,-:" -h.  ..)-!-..  .-[-6„(rt,T  -1-...  .)"-t-.  .  . 

suivant  les  ])uissances  de  t. 

La  série  obtenue  (!''•'  Partie,  p.  '^24), 

(a)  KoH- '^1" -^- •  •+ a/i-c"-!-.  •  . 

(remarquons  que  ses  coefficients  sont  des  polynômes  |)ar  rapport 
aux  coefficients  a  et  h  et  |)euvent  être  calculés  effectivement  jiar 
identification)  converf;e  dans  le  voisinage  de  l'origine,  et  repré- 
sente, dans  ce  voisinage,  la  fonction  '-p(':)  transformée  de  /'(../). 
Cette  fonction  '^(t)  est  liolomorphe  dans  tout  le  cercle  Cr,  d'après 
le  raisonnement  précédent  ;  donc,  en  vertu  du  tlu-orénu'  de  Cauchy 
(  I'"'^  Partie,  p.  291),  la  série  (a),  qui  converge  à  l'origine,  converge 
dans  tout  ce  cercle.  C'est  dire  que,  dans  la  région  de  CO  extérieure 
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à  C  ('  ),  la  série  'i"  esl  prolongée  par  la  série 

f(x)  =  ao+a,  ^(:r)-h...+  :i„[g{x  )]" -^ .  .  ., 

dont  les  éléments  sont  connus. 

Ajoutons  que  ces  transformations  de  M.  Lindelof  peuvent  servir 
non  seulement  à  étendre  analjtiquement  des  fonctions  en  dehors 
du  cercle  de  convergence  de  leur  élément  initial,  mais  encore  à 
rechercher  leurs  points  singuliers  et  surtout  à  remplacer  des  déve- 
loppements par  des  dévelo|)pemenls  plus  convergents.  On  peut 
même  profiter  de  ces  substitutions  pour  calculer  les  coefficients 
des  relations  linéaires  qui  existent  entre  les  intégrales  des  sys- 
tèmes fondamentaux  relatifs  aux  divers  points  singuliers  d'une 
équation  linéaire  donnée,  ou  les  coefficients  des  substitutions 
linéaires  que  subissent  les  intégrales  d'un  svstème  fondamental 
quand  on  tourne  autour  d'un  point  singulier  (-). 


C)  l'ariiii  les  transformations  souvent  usitées  pour  passer  d'un  domaine  cQ  au 
■Cl rie  C'.  M.  Lindelof  rappelle  ou  indique  les  transformations 


I  —  V  •  —  -^ 


•*  —  -^  ---  l^Vl  —  X 

La  iircniière  (I"  l'artie.  p.  7'])  fait  correspondre,  au  cercle  |t|  </.,  le  domaine 

I  a  —  X  \ 
el  p. Il   ■«uilc  la  légion  extérieure  à  la  circonférence 

I  -^  I  =  /•• 
1  a  —  X  \ 

dans  rii\poLlièse  /.->i.  Elle  permet  donc  de  prolonger  une  fonction  dans  des 
domaines  s'élendanl  à  Tinfini. 

La  deuxième  [cf.  Poinoare,  C.  R.,  1882,  i"  semestre,  p.  .378;  /. .)/..  1886,  p.  168) 
fait  correspondre  d'une  manière  biunivoque  et  conforme  la  bande  (D  indéfinie  du 
plan  X  comprise  entre  les  droites  r^  =:dz  a  (on  a  posé  a;  =  Ç  +  t7))  au  cercle  |t|  ^1. 

La  troisième  fait  correspondre  au  cercle  ]  t  |  =  i  le  secteur  qui  est  limité  par 
deux  demi-droites  issues  du  point  .r  =  1   et  faisant   avec   l'axe  réel   négatif  les 

angles  n—  et  — «  — >  et  qui  comprend  l'origine  à  son  intérieur  (lorsque  n  sur- 

°  2  2 

passe  ■>,  ce  secteur  recouvre  le  plan  x  plusieurs  fois).   En  particulier,  quand  n 

est  UN  entier  pair,  ci-  secteur  est  une  surface  de  Hiemann  à  —  feuillets,  avant  le 

'  2 

point  j;  =  I  comme  point  de  ramification,  et  limitée  par  les  segments  (i,  —  x) 
de  l'axe  réel. 

(  =  )  L1NDEI.0F,  loc.  cit.,  p.  3o.  Cf.  aussi  .MiTTACi-Li;rFLEU,  A.  M.,  t.  W.  — 
llAMi5Ui!Gi;ii,  /.  de  Crelle,  t.  83. 
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236.  C'est  aussi  en  s'apjiiivant  avec  Ricmann  sur  des  consich'-- 
ralions  géomélriques  et  en  s'aidant  de  la  forniule  de  Caii(li\ 
(I"  Partie,  p.  280  et  3i-)  que  IM.  Schwarz  a  obtenu  le  prolon- 
gement par  symétrie  (  '  ). 

Soit  f{x)  une  fonction,  liolomorplie  dans  un  domaine  (0  dont 
la  frontière  renferme  un  segment  C  de  l'axe  réel  Oç  :  on  sup|)ose 
que  cette  fonction  tend  vers  une  valeur  bien  déterminée  (au  sens 
donné  V^  Partie,  p.  279)  et  réelle y(Q),  quand  le  points  s'ap|)roche 
par  un  chemin  quelconque  inlrrieur  à  tO  de  tout  poini  H  de  C,  et  par 
suite  qu'elle  est  continue  sur  C. 

Représentons  par  x  le  point  symétrique  de  x  par  rapport  à  Oç. 
et  associons  à  chaque  point.rla  valeur  imaginaire  conjuguée  y(^) 
de  f{x).  L'ensemble  des  points  x  défiiiil  un  domaine  (û  symétrique 
de  tO  (on  l'appelle  domaine  image),  et  l'ensemble  des  nombresy(x) 
définit  une  fonction  /,  (  .r  )  liolomorphe  dans  (ù. 

Les  deux  fonctions  holomorphes /'(.r  )  et  /,  (.r),  définies  de  pari 
et  d'autre  de  C,  ont  même  valeur  sur  ce  segment  de  l'axe  réel;  dès 
lors  elles  se  prolongent  analyliquement  V  une  l'autre  iV'"  Partie, 
p.  317). 

Ainsi,  non  seulement  la  fonction /"(^.r)  peut  élre  prolongée  dans 
le  domaine  image  de  (0,  mais,  pour  obtenir  ce  jorolongement,  il 
suffit  de  considérer  les  valeurs  conjuguées  des  valeurs  que  jirend 
f{x)  dans  (0,  et  de  les  associer  aux  points  x  conjugués  des  points  ./• 
de  tî). 

Pour  généraliser  celte  loi,  il  n'y  a  qu'à  remplacer  le  segment  C 
de  l'axe  réel  par  un  segment  arbitraire  de  droite  (P*^  Partie,  p.  828). 
Par  suite,  toute  fonction,  holomorplie  dans  un  domaine  dont  la 
frontière  contient  un  segment  rcctiligne  et  prenant  des  valeurs 
déterminées  réelles  sur  ce  segment  (au  sens  ci-dessus),  est  con- 
tinuable  dans  le  domaine  image  du  domaine  primitif;  son  prolon- 
gement s'obtient  en  associant,  aux  points :r  symétriques  des  points  J" 
du  premier  domaine  par  ra[>port  au  segment,  les  valeurs  conjuguées 
des  valeurs  de  la  fonction  dans  le  premier  domaine. 


(■)  Cf.  Schwarz,  J.  de  Cielle,  t.  70,  p.  107  {Œuvres,  l.  II,  p.  67).  —  Pain- 
levé,  A.  T.,  1888,  B.,  p.  27.  —  Darboux,  Tliéorie  des  surfaces,  l.  I,  p.  x-'^.  — 
PicAiiD,  Analyse,  l.  II,  p.  nCn)  (voir  aussi  infra,  n°  310). 
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237.  Ces  résultats  s'étendent  à  tout  domaine  dont  la  frontière 
renferme  un  arc  régulieri^  de  ligne  analytique  (').  On  le  démontre 
en  établissant  une  correspondance  biiinivoque  entre  un  domaine  de 
petites  dimensions  situé  dans  le  plan  x  de  part  et  d'autre  de  C 
(nous  distinguerons  les  régions  situées  des  deux  côtés  de  C  en 
les  appelant  c  etc),  et  un  domaine  du  plan  transformé  t  situé  de 
part  et  d'autre  d'un  segment  de  son  axe  réel  (nous  désignei'ons 
par  r  le  segment  réel  transformé  de  C  dans  le  plan  t,  par  y  et  y 
les  régions  situées  de  part  et  d'autre  de  F)  [-). 

Soient 

les  équations  de  C.  Chaque  point  Xq^^q^t^^)  de  cette  courbe  cor- 
respond à  une  valeur  t^  du  paramètre.  Pour  des  valeurs  réelles 
de  I  ^ —  ^0  I  assez  petites,  on  peut  écrire 


ïf/)  =i,-^cu{t- 

-h)  +  ai{t  —  t^f 

r,(0  =  r.o+6i(^- 

-to)  +  bi(J  —  t^Y 

(«i-f-^i<o), 

et  dès  lors  ces  séries  convergent  si  l'on  j  remplace  l  par  un  nombre 
complexe  li^-z  =.  t  +  it')  tel  que,  dans  le  voisinage  de  chaque 
point  /o7  1'^  —  'o  I  ne  dépasse  pas  une  certaine  valeur.  Posons 


=  î 


i-r^  =  l(-)-^i-n(')  =  ii-)- 


Dans  le  voisinage  de  chaque  ^aleur  /(,  correspondant  à  des  points 
de  C,  X  est  une  fonction  holomorphe  de  t;  réciproquement,  t  est 


(')  Une  courbe  %  —  \{t),  ■i\^T^{t)  est  analytique  lorsque  ses  coordonnées 
sont  fondions  analytiques  (variables  réelles)  d'un  paramètre  /,  dans  le  voisinage 
(le  chaque  point  t^  de  la  courbe  (sauf  peut-être  en  des  points  formant  une  suite 
ponctuelle). 

Un  arc  de  courbe  analytique  est  régulier  en  un  point  ^glçu'Oo)?  lorsque,  dans 
le  voisinage  de  ce  point,  l'une  des  difTérences  Ç  —  |o,  'O  —  'fjo  est  une  fonction 
l'égulière  de  l'autre,  c'est-à-dire  peut  être  représenlée  par  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  positives  croissantes  de  l'autre  diiTérence  :  sinon,  le  point 
est  singulier.  Par  suite  (p.  -  et  I"  Partie,  p.  224),  l'arc  est  régulier  en  f„,  si  l'on 
a  pu  choisir  le  paramètre  de  façon  que  ?'(^o)  ^t  t^' {t„)  ne  soient  pas  nuls  à  la  fois. 
Un  arc  est  régulier,  lorsqu'il  est  régulier  en  tous  ses  points. 

La  notion  d'arc  régulier  joue  un  rôle  important  dans  le  problème  du  prolon- 
gement des  fonctions  analytiques  (et  des  fonctions  harmoniques,  n"  316). 

(-)  Cf.  ScuwAUZ,  Monatsberichte  der  Akad.  zu  Berlin,  1870,  p.  'j-/^  {Œuvres, 
t.  II,  p.   i5o). 
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une  (onction  holomorphe  de  x  dans  un  certain  domaine,  puisque 
a\-\-  b\  n'est  pas  nul  sur  C  (p.  7).  Par  suite,  à  un  domaine  x  de 
dimensions  assez  petites  renfermant  la  courbe  C  à  son  intérieur, 
la  relation  jr  =  v(-j  fait  correspondre  d'une  manière  biunivoque 
et  conforme  un  domaine  bien  défini  -  {  ftis.  01:  ce  domaine  t  est 


Fi{ 


<JC) 


(-C) 


situé  de  part  et  d'autre  d'un  segment  de  l'axe  réel,  puisque  Ion 
obtient  dans  le  plan  x  l'arc  C  en  supposant  ~  réel. 

La  position  du  point  -.  qui,  par  la  transformation  jjrécédente, 
correspond  à  un  point  x  dépend  seulement  de  la  courbe  C,  et  non 
pas  de  la  forme  des  fonctions  H(/),  '/;(<j  employées  pour  la  définir. 
En  effet,  les  diverses  représentations  de  l'arc  C  s'obtiennent  en 
remplaçant  dans  \it)  ety, (?)  le  paramètre  t  par  une  fonction  ana- 
lytique réelle  d'un  autre  paramètre  t^.  Donnons  à  /,  des  valeurs 
complexes  t,  :  d'après  les  résultats  du  numéro  précédent,  aux 
valeurs  conjuguées  de  T(  correspondent  des  valeurs  conjuguées 
de  T,  et  par  suite  les  mêmes  points  x. 

Ainsi,  pour  définir  d'une  façon  précise  deux  points  x  images 
l'un  de  l'autre  par  rapport  à  l'arc  régulier  C,  il  suffit  de  les 
choisir  de  façon  que  les  deux  points  '  obtenus  par  la  transfor- 
mation x  =  y(")  soient  symétriques  par  rapport  à  l'axe  réel. 

Revenons  à  la  question  du  prolongement.  So\lf{x)  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  un  domaine  <u)  limité  en  partie  par  un  arc 
régulier  C  de  courbe  anaK  tique,  et  tendant  vers  une  limite  déter- 
minée (F*  Partie,  p.  2-9)  et  réelle/,  (<),  quand  x  s'approche  par 
un  chemin  quelconque,  situé  du  coté  c,  des  divers  points  de  C  (la 
contiriuiti-  de  y,  sur  C  en  est  une  conséquence). 

La  substitution  x^'f{':)  transforme /(xj  en  une  fonction  .i('r) 
holomorphe  (p.  98)  dans  un  domaine  tel  que  sa  frontière  ren- 
ferme un  segment  F  de  l'axe  réel  du  plan  t;  '^{-)  tend  vers  une 
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valeur  déterminée  et  réelle  quand  t  s'approche  de  ce  segment,  du 
côté  y.  On  sait  donc  prolonger  la  fonction  «(t)  au  delà  de  l'axe 
réel,  et  par  suite  prolonger  /(.r)  du  coté  c  de  C.  Ce  prolongement 
s'étendra  à  tout  le  domaine  x  formé  par  les  points  images  du  pre- 
mier domaine,  relativement  à  l'arc  de  courbe  considéré. 

238.  En  utilisant  la  transformation  précédente,  x  =  y(~^'. 
M.  Painlevé  a  mis  sous  une  forme  simple  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'une  fonction  analytique  soit  pro- 
longeable  au  delà  d'un  arc  régulier  de  courbe  analytique 
(P^  Partie,  p.  017)  {^). 

Soient  toujours  ç  =  ç(i),  y,  =y,(;)  les  équations  de  cette 
courbe  C. 

1°  Pour  que  la  fonction  f(x)  définie  du  côté  c  de  C  soit  pro- 
longeahle  du  côté  c,  il  faut  et  il  suffit  que  f{x)  prenne  sur  une 
portion  de  G  une  suite  de  valeurs  f\{t)^  qui  soit  fonction  ana- 
lytique de  t. 

En  effet,  si  /(.r)  est  conlinuablc  du  côté  c,  il  existe  par  défi- 
nition une  fonction  F(^),  holomor|)l)e  dans  le  voisinage  des  points 
d'un  arc  de  C  et  coïncidant  avecy(.r)  du  côté  c  de  C.  Par  la  trans- 
formation :r  =  Y(T),  les  fonctions /(a?)  et  F(a7)  deviennent  des 
fonctions  cp(x)  et  <Ï>(t)  telles  que  ^(t)  prolonge  cp(T)  du  côté  y 
d'un  segment  F  de  l'axe  réel  (Test  le  transformé  de  la  portion  de  G 
considérée).  Réciproquement,  si  une  fonction  <ï>(-)  prolonge  'f  (t), 
la  fonction /(a?)  est  prolongeable  du  côté  c  de  G. 

Or,  pour  que  ç(t)  soit  prolongeable  du  côté  y  de  F,  il  faut  et  il 
suffit  que  o(t)  prenne  sur  F  une  suite  de  valeurs  o,  (/)  qui  coïn- 
cident, dans  le  voisinage  de  chaque  poir)t  ^0  de  F,  avec  celles  que 
prend  aux  points  t=  <  une  fonction  ^î^fx),  holomorphe  en  chaque 
point  ^0  de  F;  par  suite  qu'en  chaque  [)oint  ^0  considéré,/",  (/)  soit 
développable  en  série  de  Tajlor  pour  des  valeurs  suffisamment 
petites  de  \t  —  /q  h  o»  enfin  que  /",(/)  soit  fonction  analytique 
de  t  sur  une  portion  de  la  courbe  G. 

C)    Cf.   SCIIWARZ,   toc.  CiL   —  l'AlNLEVK,  A.    T..    1888,    B..    |).   G^. 
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2°  Avec  ]M.  Scinvarz,  on  peut  donner  au  ihéorrnic  une  forme 
plus  simple  : 

Pour  que  la  fond  ion  f(x)  soit  prolongeable  du  côté  c,  il  faut 
et  il  suj/il  que  sa  jiarlie  réelle  ut  ç,  r, )  (ou  sa  partie  imaginaire  r) 
prenne  sur  une  portion  de  G  une  suite  de  valeurs  Ui(t).  qui 
soit  fonction  analytique  de  t. 

Par  la  transformation  r^'M/:^,  on  est  ramené  à  clicrciier 
à  cpielles  conditions  la  transformée  'f  (t)  de  f(x)  est  prolongeable 
du  côté  "'  (le  Taxe  i«''cl.  Posons 

':,{-.)  =  'i(/  +  il'  )  ^  u\{t,  /';+  t^',(/,  /'), 

et  étudions  d'aboi'd  le  cas  où  u  (  ç,  r,)  s'annule  le  long  d'une  portion 
de  C  et  par  suite  où  «,  [t,  t')  s'annule  le  long  de  F. 
Introduisons  la  fonction 

cp,(T)  =—  «i(  /,  —  t'  )->r  i  Viit,  —  t'  )\ 

elle  est  définie  du  coté  y  de  F  et  clic  est  analytique  (|).  loi,  ou 
!'•=  Partie,  p.  48);  je  dis  qu'elle  prolonge  la  fonction  9 (t). 
En  ellet,  posons 

Ox{-z)=\ii{t,t')^  i\\(t,  t' )         (t  =  t  -^il' ). 

Les  fonctions  r,  (/,/'),  \i(/,  —  /' )  ont  même  valeur  poui-  un 
même  système  de  valeurs  de  /  et  de  /';  par  suite  ces  fonctions 
coïncident  aux  points  t  symétriques  par  rapport  à  F.  Les  fonc- 
tions ?/,  et  U|  s'annident  sui-  F;  on  peut  donc  prendre  t'  assez 
petit  pour  cjue  [  «1  |  et  |  U|  j  soient  inférieurs  à  tout  nombre 
donné,  quand  le  point  /  décrit  le  segment  F. 

Par  suite,  les  fonctions  '^(t^  et  es,  (x)  ont  même  valeur  le  long 
de  F,  et  dès  lors  elles  se  prolongent  l'une  l'autre. 

Pour  ramener  au  cas  (pie  nous  Ncnoiis  d'étudier  celui  où  la 
partie  réelle  «(^,  t^)  prend  sur  C  une  suite  de  valeurs  //,(/). 
fonction  analytique  de  /,  on  applique  à  la  fonction  Wi(')  la  trans- 
formation inverse  de  la  transformation  ./■  =  y(t).  La  fonction  m,  (t), 
analytique  dans  un  domaine  suffisamment  jxtit  avoisinant  F,  se 
transforme  en    une   fonction  U(x)   aiiaKticpie   dans   un  domaine 
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situé  de  part  et  d'autre  de  C.  La  fonction  f{x)  —  U(:c)  a  sa 
partie  réelle  nulle  sur  C,  et  par  suite  est  proJongeable  du  côté  c 
de  C. 

Il  en  sera  de  même  de  la  somme  des  deux,  fonctions  prolon- 
geables  U(.r),  f{-r)  —  U(.r),  c'est-à-dire  de  f{x)  ('). 

§  II.  —  SÉRIES  DE  Laurent  et  de  Mittao-Leffler. 
Applications. 

239.  Considérons  une  fraction  rationnelle  y( .a;),  dont  les  infi- 
nis rt|,  ..,,  a,i  soient  rangés  par  ordre  de  modules  croissants 
ou  stationnaires  («/,  fini).  Elle  est  développable  en  série  entière 
en  X  dans  le  domaine  |x|-<l<7,  1,  en  série  entière  en  x~^  dans 
le  domaine  |  ^  |  >  |  rt«  | ,  en  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances négalwes  et  positn'es  de  x  dans  chacun  des  n  —  i  do- 
maines I  Oi  \  <^\  x\  <i\  ai_^.i  I    en   supposant  i  =  i ,   2,    .  .  . ,  n  —  i . 

C'est  une  représentation  de  ce  dernier  type  que  le  commandant 
P. -A.  Laurent  a  étendue  à  toute  fonction  analytique  uniforme  dans 
la  couronne  comprise  entre  deux  circonférences  concentriques 
arbitraires  C  et  C,  holomorphe  en  tous  les  points  de  cette  cou- 
ronne et  bie/i.  déterminée  [V"  Partie,  p.  279)  sur  C  et  (V  (nous 
supposerons  ramené  à  l'origine  le  centre  de  C  et  de  C)  (-).  La 
formule  cherchée  va  se  déduire  encore  (I'*^  Partie,  p.  289)  de 
dévelojipements  de  la  fonction  auxiliaire  (c  —  Jc)~^ ,  (jui  ont  la 
forme  demandée  et  converoent  uniformément  sur  C  et  sur  C 


(')  Lorsqu'un  contour  est  formé  de  plusieurs  arcs  réguliers  de  courbes  ana- 
lytiques, et  que  les  valeurs  d'une  fonction  sur  chacun  d'eux  forment  une  fonc- 
tion analj'lique  du  paramètre  servant  à  représenter  ces  arcs  de  courbe,  la  fonc- 
tion est  prolongcable  au  delà  du  contour,  sauf  en  général  autour  des  sommets, 
c'est-à-dire  des  points  communs  à  deux  arcs  consécutifs. 

(^)  C.B.,  1843,  2"=  semestre,  p.  348. —  Cf.  aussi  le  Rapport  de  Cauchy,  C.  R., 
1843,  2"  semestre,  p.  938. 

Dès  1841,  Weierstrass,  sans  rien  publier,  avait  obtenu  ce  théorème  {Œuvres, 
t.  I,  p.  5i). 

A  la  démonstration  ilc  Laurent,  si  élégante,  mais  (jui  fait  usage  des  intégrales 
de  Cauchy  et  dés  lors  suppose  le  Calcul  intégral,  on  a  substitué  des  preuves  qui 
reposent  sur  les  seuls  principes  élémentaires  relatifs  aux  séries,  en  harmonie  avec 
les  procédés  de  Weierstrass  dans  sa  Théorie  des  fonctions.  {Cf.  Mittag-Leffler, 
A.  M.,  t.  IV,  p.  5  et  81.  —  Scueeffer,  A.  M.,  t.  IV^,  p.  375.) 
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Soit  X  un  point  inlérieur  à  la  couronne  considérée  {Jig-  3).  La 
formule  fondamentale  de  Caucliy  donne  (  I'"^  Partie,  p.  280) 

/r.)  =  _L  r  ./i^ ,/,  _  _L  r  Ail ,/,. 

■i~lJ,..z X  .>.  —  i,l     z — j- 

Pour  évaluer  la  [iremière  intégrale,  partons  de  l'idenlili' 


/(-') 


^=/(^)(7-^7i-- 


a^l<l-|>- 


Quel  que  soit  le  point  x  à  V intciieur  du  cercle  (;',  cette  série 

Fie.  3. 


converge  uniformément  sur  la  circonférence  C  :  on   peut  donc 
l'intégrer  terme  par  terme,  ce  qui  donne 

Pour  obtenir  la  seconde  intégrale,  développons  celle  fois 

suivant  les  puissances  décroissantes  de.r.  La  série 


^+---      (i-i>i--i) 


converge    uniformément    sur   la    circonférence    C,    dans    le    do- 
maine [x)  extérieur  à  cette  circonférence;  on  a  donc 


(2) 


l 


/U-) 


d^  =  ~  j[y<  =■) àz ^. . .  -  -^ /J."-'/(.)./. - 


La  série  (1)  converge  absolument  à  riiiléricur  du  cercle  C  et 
uniformément  dans  tout  domaine  fermé  intérieur  à  C  ;  même 
conclusion  pour   la  série  (2),   à   l'extérieur  du    cercle    (1.    F^eur 
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somme  est  donc  convergenle  dans  la  région  commune  à  ces  deux 
domaines;  par  suite,  dans  cette  couronne  circulaire,  on  a 


/(^)=  y  o..,. 


«,,==  — ■   i  —; 


/\z.) 


/:. 


r  désignant  une  ligne  fermée  arbitraire  (rectifiable  et  simple, 
V'^  Partie,  p.  270)  intérieure  à  la  couronne  et  entourant  l'ori- 
gine (').  C'est  le  théoi'ème  de  Lan/en/. 

La  série  obtenue  converge  en  tout  point  intérieur  à  la  couronne 
de  frontière  C,  C,  et  elle  converge  uniformément  dans  toute 
couronne  intérieure  à  cette  couronne  (-). 

240.  Ce  tbéorème  (i843j  renferme  le  germe  de  la  théorie  des 
points  singuliers  essentiels,  développée  plus  lard  par  Weier- 
strass  (187(3). 

Autour  d'une  singularité  isolée  (nous  la  supposerons  ramenée 
à  l'origine)  d'une  fonction  analytique  uniforme  ./(x),  on  peut 
tracer  deux  circonférences  C  et  C  telles  que  /{-r)  soit  holomorphe 
dans  la  couronne  qu'elles  déterminent,  si  petit  que  soit  le  rayon 
de  C.  Donc,  à  l'intérieur  d'un  cercle  déterminé  C,  à  l'exclusion 
seulement  de  son  centre,  on  peut  écrire 


I^a    série   entière   <j;'|    a    un    ravon  de   convergence.   Quant   à    la 


(')  Eu  cffcl,  le  llicort-mc  de  Caiicliy  (I"  Partie,  p.  27g)  permet  trévaluer  les 
intégrales  qui  entrent  dans  des  formules  (i)  et  (  2  )  en  remplaçant  les  cercles  C 
et  C  par  le  contour  T. 

(-)  Il  suffit  de  limiter  respectivement  aux  termes  de  rang  p  ^y  rj  les  dévelop- 
pements de  (3 — x)'^  suivant  les  puissances  croissantes  et  décroissantes  de  .z- 
pour  obtenir,  sous  forme  d'intégrale 

f  '^"  d.^f-^ ./.. 

Jç.zi'{z  —  x)  J^.  x'i^' {x  —  z) 

Texpression  du  reste  de  la  série  de  Laurent  quand  on  s'arrête  aux  termes  de  rang// 
et  7. 

De  plus,  on  voit  directement  que  ce  reste  tend  vers  zéro,  ce  qui  prouve  la 
convergence  du  développement,  in(lé])endamirient  du  théorème  relatif  à  l'intégra- 
tion terme  par  terme  des  séries  uniformément  convergentes. 

Ces  deux  remarques  s'appliquent  aux  développements  de  Taylor  (  I'"  Partie 
p.  289),  de  Weierstrass  (  n°  244),  de  Lagrange  (  n"  249),  etc. 


SÉRIES    DK    I.AIRENT    ET    Ui:    M  ITTAU-I.ICllLKU.     VIM'LICATIONS.  I  oij 

série  9?,   pui.stiii'elle   converge  à  l'extérieur  iVun  cercle  de  rayon 
aussi   pelil  que  Ton   \eul,  c'est  relalivemenl  à  x'^*    une  l'onclion 

entière  rationnelle  ou  transcendante  :  re|)résentons-la  par  (  j  f  —  j  • 

A.insi,  dans  le  voisinage  de  loiile  singularité  isolée,  une  fonc- 
tion analytique  uniforme  est  représentablc  par  la  somme  d'une 
fonction  holomorplie  et  d'un  polynôme  en  .r~',  ou  bien  par  la 
somme  d'une  l'onction  holomorphe  el  à' nne  fonction  transcen- 
dante entière  en  x^^ .  Dans  le  premier  cas,  la  singularité  est  par 
définition  un  pôle;  dans  le  second  cas,  c'est  un  point  essentiel. 

Remarquons,  de  plus,  que  les  coeflicienls  du  développement 
ne  changent  pas,  d'après  les  valeurs  des  intégrales  qui  les  déter- 
minent, quand  les  ravons  /■  et  /'  des  circonférences  C  et  C  varieni, 
pourvu  que  l'on  ne  franchisse  aucun  point  singulier  de  la  fonc- 
tion y(.r).  En  particulier,  ils  restent  les  mêmes  quand  /•  tend  veivs 
zéro,  puis(|ue  C  entoure  une  discontinuité  isolée. 

On  voit  que  les  séries  ^j:\  et  G  ont  des  coefficients  bien  définis 
(s'il  j  a  un  terme  indépendant,  on  le  met  dans  la  série  9?,)  :  dans 
ces  conditions,  le  développement  en  série  de  Laurent  est  unique. 
Par  suite,  à  chaque  disconliuuité  isolée  a  d'une  fonction  analv- 
tique  uniforme,  correspond  une  fonction  entière  en  (.r  — a)  '  :  on 
l'appelle  partie  principale  ou  fonction  caractéristique  relative  à 
la  singularité.  C'est  une  fraction  rationnelle  ou  une  série  suivant 
que  la  singularité  est  polaire  ou  essentielle  ('). 


(')  Elle  est  bien  caiactéiistique  de  la  singiilarilé,  puisque  des  deux  |)arlii;> 
dont  se  compose  le  développement  de  la  fonction  au  voisinage  de  ce  poini, 
celle-ci  est  seule  singulière;  l'autre  est  régulière. 

Si  a  est  un  pùle,  l'ordre  ou  degré  d'iiijlnitude  de  Cf  pôle  est  l'gal  au  degn- 
du  dénominateur  de  la  fonction  caractéristique  (  I''"  l*arlic,  p.  61).  On  voit  que  c  i- 
degré  d'infinitude,  comme  le  degré  de  mulliplicilé  des  zéros  d'une  fonction  liolu- 
niorphe  (p.  iji),  est  un  entier. 

La  transformation  habituelle  {x,x~^)  donne  une  représentation  analogue  pour 
une  fonction  analytique  uniforme  dans  le  voisinage  du  point  inlini  lorsque  ci- 
point  est  une  singularité  isolée  (ou  un  point  oïdinaire).  Elle  montre  que,  pour  li< 
valeurs  de  x  dont  le  module  dépasse  celui  de  la  singularité  à  distance  linic  «le- 
module  le  plus  grand,  on  a 


/(x)^G(.r)H-'r,  (Ij. 


La  fonction  ^'-ix)  s'évanouit,  se  réduit  à  un  polynôme,  est  une  lran;.<cMil,Mii.- 
enlicrc  suivant  que  le  point  inlini  est  un  point  ordinaire,  un  pôle,  un  ihpIuI 
essentiel. 
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2i\.  Théorème.  —  Une  fonction  analytique  uniforme  croît 
sans  limite  dans  le  voisinage  d'un  pôle;  dans  le  voisinage  d'un 
point  essentiel  isolé,  elle  s'appi'oche  autant  que  l'on  veut  de 
tout  nombre  donné  a  ('). 

En  effet,  ramenons  à  Torigine  la  singularité  à  étudier. 

La  première  partie  du  théorème  résulte  de  ce  que,  si  l'origine 
est  un  pôle,  la  fonction  considérée  f{x)  est  égale  à  la  somme 
d'une  fonction  régulière  à  l'origine,  ^X',  {x),  qui  reste  finie,  et  d'une 

fraction  rationnelle  G(  -  ]  dont  le  module  dépasse  tout  nombre 

donné. 

La  seconde  partie  a  été  démontrée  par  Weierstrass  (-)  :  voici 
comment  M.  Picard  la  déduit  du  théorème  de  Cauchy-Liouville. 

Introduisons  la  fonction  auxiliaire  -^ — Cette  fonction  n'est 

/(  .7'  )  —  y. 

pas  régulière  à  l'origine;  sinon  son  inverse  serait  holomorphe  à 
l'origine  ou  bien  aurait  l'origine  comme  pôle  {V^  Partie,  p.  og). 
Elle  n'a  pas  l'origine  pour  pôle;  sinon  son  inverse  serait  holo- 
morphe à  l'origine.  L'origine  est  donc  un  point  essentiel  pour  la 
fonction  auxiliaire  comme  pour  la  fonction  proposée;  d'ajirès  le 
même  raisonnement,  c'est  même  un  point  essentiel  isolé  d'autres 
points  essentiels,  sinon  l'origine  ne  serait  pas  relativement  à  la 
fonction  f{x)  un  point  essentiel  isolé  d'autres  points  essen- 
tiels (='). 
Cela  posé  : 

i"   Si,  dans  le  voisinage  de  ce  point  essentiel,  la  fonction  auxi- 


(  '  )  Il  suffit  que  le  point  essentiel  soit  isolé  d'autres  singularités  essentielles 
(1"  Partie,  p.  60). 

(-)  Weiersthass,  1876,  Œuvres,  t.  II,'  p.  120  (  trad.  A.  E.  N.,  1879,  p.  ing). 
—  Picard,  Analyse,  t.  II,  p.  120  (lo/r  aussi  :  Holdeh,  M^  A.,  t.  X\,  p.  i38). 

Le  tliéorème  est  vrai  pour  une  injinilë  de  points  situés  dans  le  voisinage  du 
point  essentiel  (ramenons-le  à  Forigine).  En  elTct,  d'un  j>oint  x  satisfaisant  aux 
conditions  |  a:  |  <  £,  \f{x)  —  a  |  <  t„  on  déduit  un  second  point  ;r,  pour  lequel 
on  aura 

\X,\<\X\  cl  \f{X,)-OL\<\f{x)-OL\. 

Et  ainsi  de  suite  pour  une  infinité  de  points  x.,,  x^,  ...  tendant  vers  l'origine. 

(')  Plus  généralenienl,  une  transformation  lirunograpliique  quelconque  ell'ccluéc 
sur  f(x)  conserve  le  caractère  du  point  essentiel. 
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liaire  a  une  infinité  de  pôles,  son  inverse  s'annule  en  chacun 
d'eux:  VégàWlé  f{x)=  y.  est  rigoureusement  satisfaite  en  une 
infinité  de  points  voisins  du  point  essentiel. 

2°  Si  ce  point  essentiel  est  isole  de  toute  autre  singularité  même 
polaire,  la  fonction  auxiliaire  est  développable  par  la  formule  de 
Laurent  aussi  près  que  l'on  veut  de  l'origine:  on  a  ainsi 


f( 


.7-  )  —  a  \.T /  a-        jr- 


D'après  le  théorème  de  Cauchy-Liouville ,  la  fonction  IGI 
dépasse  tout  nombre,  si  grand  soit-il,  k  l'intérieur  d'un  cercle 
quelconque  ajanl  l'origine  pour  centre;  à  linléricur  d'un  cercle 
de  rayon  assez  petit,  la  fonction  U'i  dillere  aussi  peu  (|ur  Ton 
veut  de  Oq. 

Donc,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  la  fonction  (I  +  m', 
dépasse  tout  nombre  donné  :  par  suite,  son  inverse  tend  vers 
zéro,  el  f\x)  se  rapproche  autant  rpie  l'on  veut  de  a  ('). 

Remarque.  —  Dans  le  voisinage  d'un  point  essentiel  isole,  la 
fonction  /(a:)  peut-elle  non  seulement  s'approcher  autant  que  l'on 
veut  de  tout  nombre  donné  a,  mais  aussi  devenir  rigoureusement 
égale  à  a  ? 

M.  Picard  a  complété  la  proposition  de  A\  eierstrass  en  mon- 
trant C|ue,  dans  le  voisinage  de  tout  point  essentiel  isolé,  l'(''(/i(a- 


Cj  De  ce  tliéorcnic  -M.  i'icaid  conclut  que  deux  fondions  aiialuiques  uni- 
fornnes  dans  un  domaine  d'un  seul  tenant  (0,  où  elles  n'ont  que  des  disconti- 
nuités isolées,  coïacidcnt  dans  tout  ce  domaine,  si  elles  ont  la  riu'inc  \alcur  k- 
long  d'un  élément  continu  de  courbe  intérieur  au  domaine  (  i\iciiiann  ). 

En  etlol,  appelons  '-^{x)  la  différence  des  deux  foiRlions  données.  On  suit  déjà 
(  I"  i'iirlie,  p.  ^.\'\  el  IL"  Partie,  p.  91)  que  la  fonction  ■~'{x)  est  nulle  d;ins  tout 
domaine  d'un  >eul  tenant  m;  icnfcriiiant  .lucune  (1rs  discontinuités  de»  l'omlions 
données. 

IClendons  ce  domaine  île  manière  à  approcher  autant  que  l'on  veut  d'une  dis- 
continuité a. 

.Même  dans  le  voisinage  de  «,  la  dilférence  o{x)  reste  régulière  :  car  si  a 
était  un  pôle  ou  un  point  essentiel,  cette  didércncc  serait  infinie  ou  indé- 
terminée dans  le  voisinage  de  a.  tandis  qu'elle  e-i  nulle  aussi  prés  que  l'on 
veut  de  a. 

La  fonction  'f(.r)  est  donc  liolomorplie ,  cl  par  suile  nulle,  dans  tout  le 
domaine  O^. 


«.IIAIMTRI:    Mil. 


iioji  /(x)^a  a   une  infinité  de  racines,  sauf  peut-être  pour 
une  ou  deux  valeurs  exceptionnelles  de  a  ('). 


I  \-' 


Ainsi,  clans  le  voisinage  de  l'origine,  (sin- j       prend  toutes  les 

valeurs,   o   excepté;   e^'   prend    toutes    les    valeurs,    sauf  o   et   x 
(I''^  Partie,  p.  172). 

En  particulier,  si  l'équation  f{x)  =^  y.  n'a  qu'un  nombre  fini  de 
racines,  quel  que  soit  a,  fx)  est  une  fraction  rationnelle  (-). 

242.  Soit  une  fonction  uuiforme,  représentée  par  une  série  s(x) 
dont  les  éléments  u,t{x)  sont  holomorplies  dans  nue  couronne  cD 
comprise  entre  deux  circonférences  décrites  de  l'origine,  qui  con- 
verge uniformément  dans  cette  couronne.  L'important  théorème 


(')  C.  /t..  liSyçj,  ■2'-'  seinesLrc,  p.  7H"><t  imij;  1.  E.  A..  iS8o.  p.  iU'y.  Analyse. 
X.  III,  p.  3',f). 

Ainsi,  représeiUoiis  par  a,  |j,  y  trois  coii^Umles  disliucles  (le  uoniiire  ialini 
iTi-tanl  pas  exclu  )  :  l'une  au  moins  des  trois  équalions 

a  une  inlinilé  de  racines  dans  le  voisinage  de  la  singularité  isolée  a  delà  fonction 
uniforme  fix). 

Ce  tliéorème  s'étend  immédiatement  aux  fonctions  f{x)  uniformes  sur  une 
surface  de  Riemann  cl  n'ayant  que  des  singularités  essentielles  isolées.  Si  les 
liois  équations  ci-dessus  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  racines,  la  fonction  f{x) 
n'a  pas  de  singularité  essentielle;  c'est  par  suite  une  fonction  algébrique  de  .r 
ramifiée  comme  la  fonction  algébrique  définissant  la  surface  de  Riemann. 

Enfin  MM.  Painlevé,  Rcmoundos,  Maillet  ont  donné  comme  vraisemblable  la 
généralisatiuM  suivante  du  théorème  de  M.  Picard  : 

Une  fonction  analytique  à  n   branches  prend,  dans  te  voisinage  de  tout 

point  singulier  essentiel  isole,   toutes  les  valeurs  sauf  2n   au  plus  {cf.  Re- 

MOUNDos,  C.  n.,  1900,  1°"^  semestre,  p.  gSS:  Maii.ij;t,  C.  /?.,  1908,  i""  semestre, 
p.  .128). 

i)ans  le  cas  parliiulier  des  fonctions  circul;iires,  le  tliéorème  de  M.  Picard  se 
précise  grâce  à  la  proposition  énoncée  à  la  pagi'  Si.  L.i.  en  elTet,  nous  avons  dit 
que  pour  faire  prendre  à  une  fonction  circulaire  une  valeur  arbitraire,  sauf 
peut-être  les  valeurs  polaires,  il  suffit  de  déplacer  la  variable  sur  une  parallèle 
<i  un  segment  convenable  :  chaque  valeur  se  retrouve  un  nombre  infini  de  fois 
quand  X  croît  indélinimciil.  Par  suite,  la  fonction  prend  telle  valeur  que  Ton 
veut,  sauf  peut-être  deux  valeurs  exceptionnelles,  au  voisinage  de  sou  point 
essentiel  (l'infini);  ces  valeurs  exceptionnelles  ne  sont  autres  que  les  valeurs 
polaires  (Cmkssin,  American  Journal.  1897,  p.  ■>?>?,). 

(-)  I^e  théorème  de  M.    Picard  s'établit,  comme  celui  du  n°  23"2,   à  l'aide  des 
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de  Weierstrass  (I"'  Partie,  j).   223)  relatif  à   son  développement 
suivant  les  puissances  négatives  et  positives  de  la  variable  est  une 
conséquence  immédiate  de  la  formule  de  Laurent. 
En  efl'et,  posons 


3(7- 


)  =^  ?/,,(. r),  ii„{.r)^     \     a, 


!>=-■ 


et  désignons  par  tO)'  une  couronne  intérieure  à  cô,  limitée  par  deux 
circonférences  décrites  de  l'origine.  La  fonction  s^x)  converge 
uniformément  dans  le  domaine  (©',  frontière  comprise;  par  suite, 
dans  ce  domaine,  elle  est  uniforme  et  continue,  et  a  une  dérivée 
déterminée. 

On  peut  donc   la   développer   par   la    formule   de    Laurent   en 
une  série  de  la  forme 


2  ='^'"'      {""''^^-Xt^'^') 


5(3")  = 

'/  =  - 

r  désignant  une  ligne  fermée  arbiti'aire  intérieure  à  cC)'  et  entourant 
l'oriiiine  une  seule  fois. 


t'oncliuns  mudulaircs;  mais  on  pcul  dc;nioiilicr  liireclemeiit  ce  dernier  corollaire, 
au  moins  si  l'on  suppose  que /(a;)  n'a  que  des  singularités  isolées. 

En  effet,  admettons  que  l'équation  f{x)  =  a  n'ait  jamais  plus  de  p  racines, 
quel  que  soit  a  (pour  abréger,  nous  supposerons  ces  racines  simples),  et  qu'elle 
en  ait  p  pour  une  valeur  a.  Entourons  ces  p  racines  respectivement  de 
cercles  y,,  ...,  •;  ,  extérieurs  les  uns  aux  autres,  assez  petits  pour  que  le  module 
minimum  o  de  f{x)  —  x  sur  leurs  circonférences  ne  soit  pas  nul.  Pour  tout 
nombre  a'  tel  que  [a  —  a'  |  •<  0,  l'équation  /{x)  ^  ol'  a  encore  une  racine  dans 
chaque  cercle  y,,  ...,  y  (I"  Partie,  p.  288),  et  par  suite  elle  a,  pour  toutes  ces 
valeurs  de  a',  p  racines. 

Cela  posé,  si  f{x)  avait  une  singularité  essentielle  isolée  a  (déterminons  les 
cercles  y^,  ...,  -/^  de  manière  à  pouvoir  entourer  a  d'un  cercle  y  n'empiétant  pas 
sur  ces  cercles),  il  y  aurait  à  l'intérieur  de  y  au  moins  ua  point  déUriiiiné  x' 
pour  lequel  \  f{x')  —  a  |  serait  inférieur  à  0;  par  suite,  l'équation 

{x)=f{x') 

aurait /j-f-i  racines  (celles  (jui  sont  dans  les  cercles  y,,  ...,  y^,,  et  la  racine  x'). 
ce  qui  est  contre  l'iiypotlicse. 

Ainsi  f{x)  n'a  pas  de  singularité  essentielle  isolée  à  dislance  finie;  on  verrait 
de  même  qu'elle  n'en  a  pas  à  l'infini  :  c'est  donc  une  fraction  ralioniulle  (n'''291). 
Cf.  Demauthfs,  Analyse,  t.  II,  p.  70. 

F.  —  II.  8 
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Transformons  a^ ;  en  y  remplaçant  s{z)  par  son  développement, 


u  vient 


r  «=o  p=—cD 


ii  —  O^Jy   p  =  —'a  n  —  0 


puisque  la  convergence  uniforme  de  s(z)  sur  Y  permet  d'échanger 
les  symboles  de  sommation  et  d'intégration,  et  cpi'il  suffit  ensuite 
dans  chaque  intégrale  de  s'occuper  du  terme  pour  lequel/?  =  q. 
On  a  donc 

11  =  0  \p=—QO  /  p=—cc    \         n=zO 

comme  nous  l'avions  déjà  prouvé. 

243.  La  Théorie  des  correspondances  biunivoques  permet  par- 
fois de  remplacer  des  fonctions  holomorphes  dans  un  domaine  (0 
à  un  ou  plusieurs  contours  par  des  fonctions  holomorphes  dans 
une  couronne  circulaire  t  :  il  suffit  pour  cela  que  la  correspon- 
dance entre  les  deux  domaines  s'obtienne  par  une  relation  -z^  g(x), 
g{x)  étant  holomorphe,  telle  que  la  relation  inverse  ^  ^  v(^^t)  défi- 
nisse une  fonction  ^■' {"z)  holomorphe  dans  ê.  Par  suite,  la  formule 
de  Laurent  conduit  à  des  développements  valables  dans  des  do- 
maines autres  que  les  aires  comprises  entre  deux  circonférences 
concentriques  (voir  p.  98)  ('). 


(  '  )  La  méthode  même  qui  conduit  ;iux  formules  de  Taylor  et  de  Laurent  donne 
bien  d'autres  développements. 

Par  exemple,  une  fonction  analytique  uniforme,  holomorphe  dans  des  aires 
limitées  par  des  ovales  |  sin^  |  =  const.,  peut  être  représentée  dans  ces  aires  par 
une  série  procédant  suivant  les  puissances  du  sinus  de  la  variable  (Teixeira, 
J.  de  Crelle,  t.  116,  p.  i4). 

Une  fonction  analytique  uniforme,  holomorphe  dans  l'aire  limitée  par  deux 
circonférences  non  concentriques,  est  développable  dans  cette  aire  en  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  a;  —  a  :  x  —  6,  a  et  b  désignant  des  constantes 
convenablement  choisies.  On  en  déduit  le  développement,  au  moyen  de  séries  de 
cette  forme,  des  fonctions  holomorphes  dans  des  aires  limitées  par  des  arcs  de 
cercles  (Teixeira,  /.  de  Crelle,  t.  122,  p.  97). 

On  peut  faire  de  nombreuses  applications  des  transformations  dont  nous  par- 
lons ici.  (Pour  des  exemples  cf.  Hermite,  J.  de  Crelle,  t.  116,  p.  85.) 
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Exemple  I  :  Les  séries  de  Foiu-ier.  —  Posons  j:  =  ;  -;-  ir^,  et 
désignons  par  f{x)  une  fonction  analytique  uniforme  admettant 
la  période  ir.i,  holomorplie  dans  la  bande  indéfinie  du  plan  x 
limitée  par  deux  droites  ç  =  a,  ;=  3.  La  transformation  t  =  e-^ 
substitue  à  cette  bande  (0  la  couronne  ê  comprise  entre  deux  cir- 
conférences décrites  de  l'origine  avec  les  rayons  e^,  e'f'.  Les  deux 
régions  ne  se  correspondent  pas,  il  est  vrai,  d'une  manière  biuni- 
voque,  car  à  un  point  t  correspondent  une  infinité  de  points  X] 
néanmoins,  à  cause  de  la  périodicité  de  la  fonction  f{x)^  la  fonc- 
tion transformée  /"(log-r)  ou  '-2(7)  ne  prend  qu'une  valeur  en 
chaque  point  ■:  de  t.  Par  suite  cette  fonction,  uniforme  dans  la 
couronne  C  et  régulière  en  chacun  de  ses  points,  est  développable 
par  la  formule  de  Laurent:  on  a,  dans  celle  couronne, 

et  dès  lors,  dans  la  bande  (0, 


(  '  )  La  substitution  [x,  -^-^.  )  permet  le  dcveloppemcnt,  suivant  les  puissances 

de  e    «^    ,  d'une  fonction  analytique  ayant  une  période  quelconque  oj,  holomorplie 
dans  une  bande  indéfinie  comprise  entre  deux  parallèles  au  segment  ow. 

En  particulier,  soit  /{x)  une  fonction  périodique  de  périodes-.  Associons 
dans  le  développement  de/{x)  en  série  procédant  suivant  les  puissances  de  e^' 
les  valeurs  de  v  égales  et  de  signes  contraires,  et  servons-nous  des  formules 

e'^' =  cosvjc  -h  i  sinvx,         6-"-^'=  cosvj;  —  is'in/x: 
il  vient 

00 

(F)  f{x)  —  «o-H  2.  ('^v  cosvx  —  b^  siiivx). 

V  =1 

Ces  séries  convergent  uniformément;  leurs  dérivées  d'ordre  quelconque  s'ob- 
tiennent en  faisant  la  somme  des  dérivées  de  leurs  termes.  Leurs  coefficients  a., 
et  b.,  sont  représentés  par  des  intégrales  curvilignes  (p.  108),  que  l'on  ramén(' 
aisément  aux  intégrales  rcctilignes  déjà  rencontrées  (  I"  Partie,  p.  102  ). 

Notons  enfin  que  la  formule  de  Fourier  (  F)  n'est  démontrée  ici  que  pour  le  cas 
où  f{x)  est  lioloniorphe  et  périodique,  ce  qui  lui  enlève  de  son  intérêt  cssenlicL 

Pour  des  cas  plus  généraux,  cf.  Caucuy,  Œuvres,  2'  série,  t.  VII,  p.  3f)3. 
—  PicAiiD,  Analyse,  t.  II,  p.  l'i^,  et  les  références  données  précédemment 
(  I"  Partie,  p.  i55  ). 
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Exemple  IL  —  Reprenons  la  transfornialion  (I'^  Partie,  p.  79) 

(3)  •i.x^z^^, 

et  ne  considérons  dans  le  plan  t  que  la  région  extérieure  à  la  cir- 
conférence de  rayon  c  avant  l'origine  pour  centre.  Cette  trans- 
formation fait  correspondre,  d'une  manière  biunivoque  et  con- 
forme, l'aire  (0  du  plan  x  comprise  entre  deux  ellipses  quelconques 
de  fovers  c  et  —  c,  et  la  couronne  C  comprise  entre  deux  circon- 
férences convenables  de  rayons  supérieurs  à  c.  Par  suite  elle  rem- 
place une  fonction  f{x)  liolomorplie  dans  vd  par  une  fonction  '^  (t) 
holomorphe  dans  îr. 

Cette  fonction  a  donc  dans  t  un  développement  de  la  forme 

dès  lors  on  a,  dans  cO, 

f{x)=     2,    '^'-'[■^  —  y/j?-—  c-Y. 

Pour  fixer  dans  celte  formule   la  détermination   du  radical,    on 


établit  dans  le  plan  x  la  coupure  ( —  c,  -h  c)  :  la  fonction  y,/^:- —  c- 
devient  uniforme,  et  elle  est  déterminée  dans  tout  le  plan  si 
l'on  convient  qu'elle  est  positive  sur  l'axe  des  ç,  à  droite  du 
point  c. 

244.  La  formule  de  Laurent  (p.  108)  donne  l'expression,  dans 
une  couronne  circulaire,  d'une  fonction  analytique  uniforme  y  (x), 
régulière  en  tout  point  de  celte  couronne. 

Supposons  que  la  fonction  f{x)  n'ait  qu'une  seule  singula- 
rité à  dislance  finie;  la  série  9.^  (./)  est  alors  une  Iranscendanle 
entière;   on  peut  donc  écrire 


/(x)  =  G(ij+G,(r). 


Cette  relation  est  valable  dans   tout  le  plan,   les  points  o  cl  x 
exceptés,  et  elle  sert  à  représenter  toutes  les  fonctions  analytiques 
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uniformes  partouL  régulières  sauf  en  ces  points.  Par  suite  ('),  les 
fonctions  analytiques  uniformes,  qui  n'ont  que  deux  singularités  a 
et  b,  ont  dans  tout  le  plan  (sauf  aux  points  a  et  b)  un  déveloj)- 
pemcnt  du  Ijpe 

Grt  et  Qb  désignant  des  fonctions  quasi  entières  (-). 

C'est  cette  formule  que  Weierstrass  a  étendue  aux  fonctions 
analytiques  uniformes  n'iiyaiU  dans  un  domaine  (0  d'un  seul 
tenant  qu'un  nomhre  fini  n  de  discontinuités,  polaires  ou  essen- 
tielles (•').  Son  théorème  n'est  qu'un  corollaire  de  celui  de  Lau- 

(' )  En  effet,  faisons  la  suljsliliUion  {x,  x  —  a:x  —  b),  cl  déveluppons  cliaque 

terme  des  séries  G  et  G,   suivant  les  puissances  de  et  r-  Le  grou- 

'  *^  X  —  a        X  —  b 

pement  des  termes  correspondant  aux  mêmes  puissances  de  x  —  a  et  x  —  b 
introduit  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  négatives  de  x  —  a  ç.\.  x  —  b, 
(]ui  convergent  dans  tout  le  plan. 

(-)   I^'analogie  entre  les  propriétés  des  fonctions  entières  G(:r)  et  des  fonctions 

que  l'on  en  déduit  par  la  subslitution  ix,  j  a  conduit  M.  Maillet  à  appeler 

fonctions  quasi  entières  les  fonctions  ainsi  transformées. 

Plus  généralement,  on  appelle  fonction  quasi  entière  à  n  points  singuliers 
essentiels  a,  ....  Ma  fonction  obtenue  en  faisant  la  somme  de  n  fonctions  quasi 
entières  ayant  cliacune  un  seul  jioint  essentiel,  c'est-à-dire  en  remplaçant  dans 
des  fonctions  entières  G_,(j:),  ...,  G,(vC)  l'argument  x  respectivement  par 
{x  —  rt}~',  ...,  {x  —  /)-'  et  en  faisant  la  somme  des  fonctions  transformées 
La  formule  de  \>'cierstrass,  ([ue  nous  allons  établir,  prouve  l'identité  des  fonc- 
tions quasi  entières  et  des  fonctions  dont  les  singularités  sont  en  nombre  lini. 
On  verrait  facilement  (cf.  n°  "296,  note)  qu'une  fonction  quasi  entière  à  n  points 
essentiels  est  le  produit  de  n  fonctions  quasi  entières  n'ayant  chacune  qu'un 
point  essentiel. 

M.  Maillet  appelle  fonction  quasi  mcronioiphe  la  fonction  obtenue  en  rem- 
plaçant dans  des  fonctions  méromorplies  en  nombre  fini  l'ai-gumcnt  x  par 
{x  —  a)-\  ...,  {x  —  l)-^  et  en  faisant  la  somme  des  fonctions  transformées. 
Une  fonction  ([uasi  méromorplie  a  donc  un  nombre  fini  de  points  essentiels  et 
un  nombre  quelconque  de  pôles;  et  réciproquement.  On  démonlrerail,  en  pro- 
cédant comme  au  n°  292,  qu'elle  est  le  quotient  de  deux  foneliniis  quasi  entières 
(Mau.let,  /.  M.,  1902,  p.  364,  38o,  etc.). 

(^  )  \\  eierstrass  parvient  à  sa  formule  sans  faire  intervenir  d'intégrale  (  Œuvres, 
t.  II,  p.  109;  trad.  A.  E.  X.,  1879,  p.  187).  Voir  infra,  n"  295,  la  généralisation 
de  cette  formule;  on  trouvera  aussi  plus  loin  (  n°  284  texte,  et  n°  29G  note)  des 
formules  de  décomposition  en  facteurs,  qui  correspondent  à  ces  décompositions 
en  sommes. 

Les  fonctions  dont  nous  parlons  sont  rcpréscntabics  d'une  infinité  de  manières 
à  l'aide  de  sommes  de  n  fonctions  n'ayant  chacune  qu'une  singularité;  parmi  ces 
développements,  celui  de  W  l'ierstrass  est  le  [)lus  simple. 
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rent;  aussi  avec  Bourguet  on  y  peut  parvenir  en  reprenant  Ja 
mélhode  exposée  plus  liaut  (p.  lo^)  ('). 

Désignons  par  /"(.r)  la  fonction  à  représenter,  par  a,  b,  ...,  /, 
ses  singularités  à  l'intérieur  de  (D,  par  x  l'affixe  d'un  point  inté- 
rieur à  cO  et  distinct  des  singularités.  Entourons  chacune  des  sin- 
gularités, ainsi  que  le  point  .r,  d'un  cercle  assez  petit  pour  qu'il 
n'empiète  pas  sur  les  cercles  voisins  et  ne  sorte  pas  du  domaine  (D, 
ce  qui  détermine  un  domaine  à  connexion  multiple,  dans  lequel  la 

fonction  ~ — ^—  est  holomorphe.  Le  théorème  de  Caiichv  donne 

''  ^      '  2-1  J„    ^  —  ./■  1-1.1      Z--X  -i-i       ,     Z  —  X         ' 

(J  désignant  soit  la  frontière  de  (O  si  la  fonction  y  est  bien  déter- 
minée, soit  un  contour  intérieur  aussi  voisin  que  l'on  veut  de 
cette  frontière. 

Au  second  membre,  la  première  intégrale  est  une  fonction  de  x 
déterminée,  continue  et  ayant  une  dérivée  déterminée  :  désignons 
cette  fonction  holomorphe  par  o(.r).  Pour  évaluer  l'une  quelconque 
des  autres  intégrales,  par  exemple  la  première,  écrivons 

I  I  z  —  a  (  z  —  r/  i"-i 


X  —  z        X  —  a        (  X  —  a  y-  \  x  —  a  )" 

(\z  —  a\<\x  —  a\). 

Cette  série  converge  uniformément  sur  la  circonférence  entourant 
le  point  «,  quel  que  soit  le  point  x  considéré  à  l'extérieur  de  cette 
circonférence.  On  peut  donc  l'intégrer  terme  par  terme  le  long  de 
cette  circonférence,  après  en  avoir  multiplié  les  éléments  par  le 
facteur  borné  f{^)\  on  a  ainsi 

•    Il  '^  a  ^  '     'cl 


(')   Cf.  Hermite,  J.  de  Crelle,  t.  91,  p.  6i. 

l'^n  coinbinanl  la  formule  que  nous  allons  trouver  et  celle  que  nous  établirons 
plus  loin  ( n°  203),  on  parvient  à  une  expression  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes a)ant  un  nombre  limité  de  poinls  singuliers  essentiels  et  une  infinité  de 
pôles  sans  point  limite  à  distance  finie. 

Voir  aussi  Appell,  A.  M.,  t.  I,  p.  m. 
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Ce  développement  converge  si  pelll  que  soit  \x  —  a\,   puisque  lu 

discontinuité  a  est  isolée  :  représentons-le  par  —  ;->-/  G„  f  y_^^  )> 

Ga  sera  une  fonction  quasi  entière.  Désignons  par  —  27:;'G^,  .  .  .  , 
—  27:iG^  les  intégrales  analogues.  13ans  tout  le  do/naine  tO,  sauf 
aux  points  «,  b^  .  . . ,  /,  on  a  ainsi 


Cette  formule  correspond  à  celle  de  la  déconi|)osili()n  des  fractions 
rationnelles  en  éléments  simples  ;  les  fonctions  0^,  . . . ,  G/  sont  res- 
pectivement caractéristiques  de  chaque  discontinuité. 

Quand  la  fonction /(j?)  n'a  qu'un  nombre  fini  de  singularités, 
on  peut  étendre  à  l'inlini  le  domaine  (0  où  la  fonction  '^{x)  reste 
holomorphe  :  o(j7)estune  fonction  entière.  Cette  fonction  entière 
se  réduit  à  une  constante  quand  les  singularités  sont  en  nombre 
lini  et  à  dislance  finie  ('). 

2io.  Considérons  maintenant  une  fonction  ayant  des  pôles  ou 
des  points  essentiels,  des  lignes  singulières  ouvertes  ou  lermées, 
des  espaces  lacunaires,  et  comj)tons  pour  une  singularité  l'un 
cpielconque  de  ces  ensembles  de  points  (on  suppose  que  deux 
quelconques  d'entre  eux  n'ont  pas  d'élément  commun,  et  qu'ils 
n'ont  pas  de  points  à  l'infini)  {^). 

Une  fonction  analylifjue  uniforme  J\x)  n'ayant  (pi'un  nombre 
fini  de  singularités  de  ce  tvpe  peut  être  remplacée  par  une  somme 
de  fonctions  n'ayant  chacune  dans  le  plan  qu'une  seule  singularité. 


(')  La  tliéoric  des  résidus  (  n"  255)  pcrmel  d'dblciiir  d'une  nianièrc  analogue 
l'expression  de  toute  fonction  uniforme  A'\in  point  anatylique  (1"  Partie,  p.  io3) 
n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers  sur  une  surface  de  Hiemann. 
[Une  fonction  de  la  variable  x  est  dite  fonction  uniforme  du  point  analy- 
tique {x,y),  si  elle  reprend  la  même  valeur  lors(|ue  le  point  {x,  y)  décrit 
un  cycle  quelconque.] 

De  même  les  théorèmes  de  Weierstrass  et  de  iMittay-Lefllcr,  relatifs  a  la  décom- 
position en  facteurs  primaires  et  à  rex()ression  des  fonctions  uniformes  qui  ont 
une  infinité  de  points  singuliers,  s'étendent  aux  fondions  uniformes  d'un  point 
analytique,  ('f.  Api-ell,  A.  M.,  t.  I,  p.   ni,  ii5.!,  i'|i. 

(-)  La  substitution  habituelle  ramène  le  cas  où  la  fonction  n'est  pas  régulière 
à  l'inlini  à  celui  que  nous  étudions  :f{x)  est  alors  la  somme  de  n  fonctions  dont 
l'une  a  pour  lignes  singulières  plusieurs  lignes  ayant  des  points  à  l'inlini. 
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En  effet,  reprenons  la  méthode  de  Bourguet.  Soient  E^,  . . . ,  E/ 
les  ensembles  de  singularités,  et  a,  ...,  )>  des  contours  fermés 
contenant  respectivement  à  leur  intérieur  ces  divers  ensembles  (  '  ). 
Ea  fonction  /"(x)  est  bolomor[)lie  dans  le  domaine  d'un  seul  tenant 
limité  par  les  courbes  a,  . . . ,  À  et  un  contour  fermé  aibilraire  C  les 
renfermant  toutes  à  son  intérieur.  On  a  donc,  en  tout  point  x  de 
ce  domaine, 

f(x)  =  .    / dz -.    / dz  —  ... :    / —  dz . 

■1-1,1,.    Z  —  X  ■i-.L.I      Z  —  3-  AT.l'Z  —  X- 

La  première  intégrale  est  une  constante,  puiscpie  la  fonction  y(.r) 
est  régulière  à  l'infini.  Les  autres  sont  des  fonctions  holomorplies 
à  l'extérieur  des  ensembles  E^,  ...,  E/,  car  on  peut  prendre  les 
contours  a,  ...,  À  aussi  voisins  que  l'on  veut  des  éléments  de 
l'ensemble,  sans  changer  les  valeurs  que  prennent  ces  intégrales 
pour  des  points  x  extérieurs  aux  contours.  On  a  donc 

/(J-  )   r=   -^„  (  J-)  4- .  .  .  —  'f /(  ,r  )  -t-  C, 

Oai-^)^  •  ■  '  1  '-fii-^)  désignant  des  fonctions  qui  sont  respectivement 
holomorplies  à  l'extérieur  de  contours  fermés  déterminés  (-). 

2i6.  Théorème  de  Mittag-Lejfjler.  —  Le  développement  d'une 
fonction  analytique  uniforme  en  série  de  ]\Jac-Laurin  a  été  obtenu 

en  remarcpiant  que  la  fonction  auxiliaire est  elle-même  repré- 

senlable  ]iar  une  série  entière  uniformément  convergente.  Plus 
généralement,  à  tout  développement  de  celle  fonction  auxiliaire  en 
série  de  polvnomes  uniforméjnent  convergenle  dans  tout  domaine 
fermé    extérieur  au    segment   (i,-!-cc),    correspond,     pour   loulc 


(')  Lorsqu'il  se  trouve,  parmi  les  ensembles  de  singui;iiilés,  une  ligne  L  qui 
est  fermée,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  de  la  fonclinn  à  l'intérieur  de  L, 
puisqu'une  fonction  analytique  définie  à  l'extérieur  de  L  n'existe  pas  à  son  inté- 
rieur, au  moins  si  l'on  n'a  pas  généralisé  la  notion  du  prolongement  (I"  Partie, 
p.   826). 

(2)  Cf.  I'ainlkvk,  a.  t.,  18S8,  B.,  p.  118.  —  Gliciiard,  A.  E.  .V.,  iS8;5, 
p.  307. 

Ce  théorème  permet  d'étendre  à  une  singularité  quelconque  (point  non  isolé, 
ligne  singulière,  espace  lacunaire)  la  défiiiilion  de  fonction  caractéristique  : 
dans  tous  les  cas,  celle  fonction  juuil  des  nicnies  propriétés  que  dans  le  cas  du 
point  isolé. 
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fonction  analytique  uniforme,  un  développement  valaljle  dans 
réloile  de  M.  Miltag-Leffler.  Celte  importante  remarque,  faite 
par  M.  Borel,  fournil  une  méthode  presfjue  intuitive  pour  établir 
le  ihéorème  fondamental  de  ^1.  Millai;-Lefller  relatif  à  la  représen- 
tation d'une  branche  uniforme  de  fonction  anal  vli(pie  (P*^  Partie, 
p.  3.5)(<). 

Gardons  les  notations  déjà  emplovécs.  Soient 

v  =  o 

rélémenl  qui  définit  la  fonction  analytique  considérée,  et  a^  Tune 
quelconque  de  ses  singularités.  Formons  V étoile  principale  (-) 

(')  Cf.  BijiiEL,  A.  E.  ?\.,  i8()9,  p.  G3,  et  les  références  déjà  données  (1"  Parlio, 
p.  Saô). 

Dans  ses  premières  Noies,  I\I.  Millag-Leftler  paivenail  à  ses  divers  ihéorèmes 
par  l'usage  exclusif  des  ronsidéralions  élémenlaircs  liabituelles  sur  les  séries  de 
puissances.  Dans  une  quatrième  Noie  (-4.  .1/..  t.  XXVI,  p.  353),  il  a  recours 
à  Vintégralion  entre  des  limites  imaginaires  cl  obtient  ainsi  l'expression  du 
terme  complémentaire  de  ses  séries  sous  une  forme  analogue  à  celle  donnée  par 
Caucliy  pour  le  reste  du  développement  de  Taylor  ou  de  Laurent  (p.  io8,  noie). 

Parmi  les  expressions  analjliques  propres  à  représenter  des  fonctions  mono- 
gènes, l'intégrale  de  Laplacc-Abel  (Laplack,  Œuvres,  t.  VII;  Abel,  Œuvres. 
t.  II,  p.  67) 

/       V {(ix)  e  "  da , 

étudiée  à  ce  point  de  vue  par  M.  Borel  {Séries  divergentes)  et  M.  IMiragmén 
(C.  /?.,  1901,  i"  semestre,  p.  1896)  est  des  plus  intéressâmes  :  le  llicorcuic  de 
Caucliy  conduit  aussi  M.  .Mittag-Lcffler  à  une  représentation  fort  simple  d'une 
branche  fonctionnelle  au  moyen  de  celle  intégrale  (.Mittag-Leffler,  loc.  cit.. 
cf.  aussi  C.  B.,  kjo'ô,   !"■  semestre,  p.  Ô37). 

Si  au  lieu  de  chcrclier  un  prolongement  de  rt'lément  initial  'l'(x)  d'une 
fonction  analytique  /(a;)  valable  dans  toute  l'étoile,  on  veut  seulement  un  dé- 
veloppement (jui  dépasse  le  cercle  de  C(jnvergence  de  9i*(x),  en  tout  point  mm 
singulier,  il  suffit  de  considérer  un  dévebippemcut  de  (i  —  x)~^  convergent  dans 
un  cercle  dépassant  le  cercle  de  rayon  un,  cesl-à-dire  un  prolongement  de  la 
série  i-\- x -i- x--\- .  .  ..  M.  Horcl  obtient  une  ex|)ression  particulièrement  simple 
de  la  fonction /(j;),  en  développant  pur  la  série  de  Taylor  (1  —  x)  '  suivant  les 
puissances  de  {i-\-  x).  {B.  S.  M.,  1900,  p.  :><mi.) 

Cf.  encore  Lindelof,  B.  S.  M.,  1901,  p.  lô;.  —  Dell'Agmh.a,  Annali  di  M.. 
2°  semestre,  1901,  p.  227.  —    Laliiext,  J.  M.,  1902,  p.  .3o6,  etc. 

(-)  L'élohc  principale  est  celli-  ([ni  a  été  définie  (  I"  Partie,  p.  3>j)  sous  le 
nom  (l'étoile.  Cf.  .Mittao-Lefilkh,  (.  )/..  t.  XMII,  p.  '|S  ;  t.  XXIV,  p.  100  cl  -juj: 
t.  XXVI,  p.  3(Jo. 
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appartenant  à  cet  élément,  en  traçant  les  coupures  recti- 
lignes  L„.  entre  chaque  point  ai  et  l'infini  ('),  et  désignons 
par  f{x)  la  branche  de  fonction  analytique  uniforme  correspon- 
dant à  cette  étoile.  Appelons  L,,  {^-  des  vecteurs  analogues  aux 
coupures  L,,  partant  des  points  i  et  ;;  enfin  posons 

n  =  a  /2  =  o   V  =0 

Pii{^)  désignant  l'un  quelconque  des  développements  en  série 
de  polvnonies  de  la  fonction dont  on  a  justifié  précédemment 

l'existence  (V'^  Partie,  p.  021)  :  celte  série  (4)  converge  donc  dans 
tout  le  plan  sauf  suri,,,  et  elle  converge  uniformément  dans  tout 
domaine  fermé  simplement  connexe  intérieur  à  sa  région  de  con- 
vergence (-). 

De  l'égalité  ( 'î  )  on  déduit 

(3)  _^^  =  iV,„(J^  =  i2  V.„J!. 

La  série  (5)  converge  pour  toutes  les  valeurs  de  -1  sauf  pour 
celles  qui  correspondent  à  des  points  '—  situés  sur  le  vecteur  L,  : 

donc  elle  converge,  quelle  que  soit  la  position  de  x  dans  l'étoile, 
sur  toute  ligne  C  intérieure  à  l'étoile,  entourant  l'origine  et  telle 
qu'aucun  des  vecteurs  du  type  L-  issus  des  divers  points  de  cette 
ligne  ne  passe  pas  le  point  x.  Elle  converge  uniformément,  en  tout 
point  X  de  l'étoile,  sur  toute  ligne  fermée  satisfaisant  aux  con- 
ditions ci-dessus.  Pour  obtenir  un  pareil  contour  C,   on  pourra 


(')  Ces  coupures  lectilignes  sont  artificielles  (I"  Partie,  p.  101);  aussi  on  peut 
leur  substituer  des  lignes  A^,,  lieux  géométriques  obtenus  en  multipliant  par  le 
nombre  complexe  a,  les  affixes  des  points  d'une  ligne  arbitraire  Aj  sans  point 
doiil>le,  allant  du  point  i  à  l'infini. 

Un  peut  donc  calculer  la  valeur  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  de  son 
domaine  d'existence,  en  modifiant  la  ligne  Lj  qui  sert  à  former  l'étoile,  et  dès 
lors  les  nombres  c„.^  correspondants. 

(-)  Par  suite,  la  frontière  de  ces  domaines  n'a  aucun  point  coiiimuii  avec  L,. 
(Les  domaines  fermés  dont  nous  parlons  sont  continus,  bornés,  et  conlienneiU 
leur  frontière.) 
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tracer  autour  de  lorigine  et  de  chaque  point  «/  un  cercle  F  et  des 
cercles  v^  dont  les  rayons  seront  respectivement  l'un  aussi  grand 
que  l'on  veut  et  les  autres  aussi  petits  que  l'on  Axut,  mener  de 
Torigine  les  tangentes  aux  cercles  *'/>  et  regarder  C  comme  forme 
par  les  portions  de  ces  tangentes  comprises  entre  F  et  les  v^-,  les 
portions  des  "'/  comprises  entre  les  tangentes,  et  enfin  les  portions 
de  F  comprises  entre  les  tangentes  menées  de  O  à  des  cercles  tels 
que  -;,•  et  -;/+,  {fig.  4). 

Fig.  4. 


Cela  posé,  dans  la  formule  de  Cauchy, 

''         '  l-l.l,.    Z  —  .r 


par  le    développement    (5).    Puisque    la    série 


remplaçons 

obtenue  sous  le  signe  d'intégration  converge  uniformément  surC., 
on  peut  permuter  les  symboles  d'intégration  et  de  sommation  et 
écrire 


fi.j^y  yi:-..v  fl^cu; 


n=0     V— 0 


par  suite,  en  vertu  de  la  formule  ('[""  Partie,  p.  28.^) 

I    r  filial-  ^/''"(o)  ^  ^(o)^ 
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on  a  l)ien  ,, 


/(•2^)=y  yc,,v 


Comme  on  Pavait  annoncé,  la  série  qui  représente  la  branche 
considérée /(^jc)  de  la  fonction  analytique  donnée  a  pour  termes  des 
polvnomes  dont  les  coefficients  sont  le  produit  des  nombres 'i''^^^(o), 
caracléristiques  de  celte  branche,  par  des  nombres  c,,.,  indépen- 
dants de  /(x)  et  caractéristiques  de  la  représentation  adoptée  pour 
la  fonction  auxiliaire  (i  —  .r)"'.  Elle  converge  vers/(x)  dans  toute 
l'étoile,  et  elle  converge  uniformément  vers  cette  limite  dans  tout 
domaine  fermé  intérieur  ('). 

247.  Le  théorème  que  nous  venons  d'exposer  permet,  étant 
données  une  suite  indéfinie  de  poljnomes 

f       lim     -;;(J"    )    =     \ 

\    „  =  =c  l  —  J-   ) 


(')  L'étoile  principale  est  un  continuuni  limité,  et  les  séries  de  M.  Millag- 
Leffler  cessent  en  général,  sur  sa  frontière,  de  converger  ou  de  représenter  la 
branche  de  fonction  analytique  considérée.  Aussi  on  peut  se  poser,  relativement 
à  cette  frontière,  une  question  analogue  à  celle  qu'a  traitée  Abel  {Œuvres,  t.  I, 
p.  618)  concernant  les  valeurs  d'une  fonction  analytique  sur  la  circonférence  du 
cercle  de  convergence  de  la  série  entière  qui  la  définit. 

Parmi  les  sommets  a  de  l'étoile  principale,  considérons  les  sommets  «^  qui 
sont  des  pôles,  et  désignons  par  L^  l'ensemble  des  coupures  indéfinies  Lj.  ou  des 
portions  de  coupures  Lj  telles  que  tous  leurs  points  à  partir  de  a^.  soient  des 
points  ordinaires  ou  des  pôles  pour  la  branche  f{x).  M.  Helge  von  Ivoch  a 
montré  que,  moyennant  un  choix  convenable  des  coefficients  c,,.,,  la  série  de 
M.  Mitlag-Lefller  converge  et  représente  f{x).  non  seulement  à  l'intérieur  de 
rétoile  principale,  mais  aussi  en  tout  point  de  L^l  où  cette  branche  est 
liolonioi'plic. 

En  particulier,  si  la  fonction  est  méromorphe  dans  tout  le  plan,  L^'  est  la  fron- 
tière complète  de  l'étoile  :  la  série  de  M.  Miltag-Leffler  converge  et  représente 
la  fonction  dans  tout  le  plan,  sauf  aux  pôles  {A.  M.,  t.  XXVII,  p.  79). 

M.  Painlevé  est  parvenu,  par  une  méthode  toute  différente  de  celle  de  M.  Helge 
von  Koch,  à  des  résultats  analogues  et  même  plus  généraux.  (  C.  P.,  1902, 
2"  semestre,   p.  n;   voir  aussi   même  Tome,  p.   i5i.) 

On  peut  appeler  étoile  holomorphe  celle  de  M.  Mittag-Leffler,  étoile  méro- 
morplie  l'ensemble  de  cette  étoile  et  des  lignes  L*',  étoile  uniforme  celle  à  l'in- 
térieur de  laquelle  la  fonction  reste  uniforme  (ces  étoiles  se  rapportant  toujours 
à  un  élément  initial  déterminé). 
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qui  convergent  unil'orniémenl  vers  (i  —  x)"'  dans  loiil  domaine 
fermé  extérieur  au  segment  (i,H-cc),  et  une  branche  uni- 
forme f{:v)  de  fonction  analvlif[ue  définie  par  l'élément 


^^  x-i  Jv  -■' 


de  former  une  seconde  suite  de  polvnomes 


•/(3) 


n,(r\ 


^n{jr), 


n,,f.r)  =  V-;.,,^/,./-/ 


qui  tendent  vers  f{x)  dans  toute  Téloile  appartenant  à  l'élé- 
ment ^{x)  et  tendent  uniformément  vers  f{x)  dans  tout  domaine 
fermé  intérieur  à  celte  étoile  ('). 

D'autre  part,  le  raisonnement  qui  conduit  à  la  formule  de 
Laurent  apprend  à  déduire  de  la  représentation  de  la  fonc- 
tion (i  —  x)~'  par  une  suite  de  polynômes  t.,i  du  type  ci-dessus, 
une  représentation  de  toute  fonction  holomorphe  dans  une  cou- 
ronne circulaire  au  moven  de  la  limite  d'une  suite  d'cx{)ressions 
analytiques  11,,  obtenues  celte  fois  en  |)osant 


(-)  n«(-7-) 


Vv/i«v^"'- 


7v««-v-i^- 


\f(^) 


^/,- 


Ces  remarques  ont  permis  à  M.  Pliragmén  de  déduire  des  pro- 
cédés de  AI.  Alittag-Leffler  une  extension  de  la  formule  de  Lau- 
rent (-). 

Considérons  une  fonction  f{x)^  holomorphe  sur  une  courbe 
régulière  C,  fermée  ou  non,  ne  passant  ni  à  l'origine  ni  à  l'infini 
et  coupée  au  plus  en  un  point  par  les  rayons  OM  issus  de  l'origine. 
Sur  chacun  des  ravons  OM  qui  rencontrent  C,   il  y  a  de  part  el 


(')  On  peut  évidemment  définir  une  série  soit  par  ses  éléinenls  «„,  soit  par 
les  sommes  s„(5„^  "o  +  - •  •-<- "„_i  )>  pa'"  suite  introduire  les  polynômes/»,, (a;)  ou 
les  polynômes  T:„(a:).  Ici  il  y  a  intérêt  à  se  servir  des  polynômes  r„,  car  les 
coefficients  des  expressions  II,,  se  déduisent  par  une  loi  simple  des  coefficients  des 
polynômes  -„. 

Avec  .M.  Mittag-Lcffler,  nous  appellerons  parfois  expression  limite  la  limite  de 
toute  suite  d'éléments  ayant  une  limite. 

(-)  C.  /?.,  1899,  1"  semestre,  p.  i'\Z\. 
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d'autre  du  point  d'intersection  de  OM  et  de  C  un  segment  sur 
lequel  la  fonction  f(x)  reste  holoniorplie  :  l'ensemble  de  ces 
segments  définit  un  domaine  continu  D  qui  va  jouer  le  même 
rôle  que  l'étoile  principale  de  IM.  iMittag-Leffler. 

A  toute  suite  de  polynômes  t^„(^x)  du  type  (6)  correspond  une 
suite  d'expressions  analytiques  M,i{x)  du  type  (7),  dont  l'ex- 
pression limite  représente  f{x)  dans  D  et  qui  converge  unifor- 
mément vers  f{x)  dans  tout  domaine  fermé  intérieur  à  D. 

En  effet,  quels  que  soient  les  points  x  considérés  à  l'intérieur 
de  D,  on  peut  toujours  définir  un  domaine  tO  intérieur  à  D  (sauf 
peut-être  aux  extrémités  de  C)  contenant  cet  ensemble  de  points, 
et  tel  que  sa  frontière  F  soit  coupée  par  tout  ravon  issu  de  l'ori- 
gine au  plus  en  deux  points  (points  situés  de  part  et  d'autre 
de  C),  passe  par  les  extrémités  de  la  courbe  C  si  celle  courbe 
n'est  pas  fermée,  et  soit  formée  d'arcs  réguliers.  Désignons  par  F/ 
et  Te  les  portions  de  F  situées  par  rapport  à  C  du  côté  de  l'ori- 
gine et  du  côté  opposé. 

Pour  tout  point  x  àe  C\^,  on  peut  écrire 

ces  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  convenable.  Or  le  quo- 
tient ;r  I  ^  ne  peut  devenir  réel  et  supérieur  à  un  quand  z-  est 
sur  F^;  même  remarque  pour  z  '.  x  lorsque  z  est  sur  F/.  On  a  donc 

■2-1  J^.^       z         L«--  \zjj  I-lJ^.,       x        \n^o.  \XJ  \ 

OU  bien,  à  cause  des  livpothèses  sur  la  convergence  uniforme, 

/(.)=  ii„, ^.r  r/<i).„(î)rf=^  ffi^ i.„(=)* 

Les  intégrales  le  long  de  F^,  et  de  F/  peuvent  être  remplacées  par 
des  intégrales  prises  le  long  de  C,  que  celte  courbe  C  soit  ouverte 
ou  fermée,  puisque  les  courbes  C,  F^,  F^-  ont  mêmes  extrémités 
quand  elles  sont  ouvertes.  On  a  donc  bien 

f{x)  =   lim  Unix), 
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les  expressions  I\,i(x)  étant  définies  par  l'égalité  (-)  rpii  carac- 
térise la  forme  choisie  pour  ces  expressions,  et  par  les  relations 


qui    caractérisent    la    fonction    donnée   f{jc)    par   rapport    à    la 
courbe  C. 

248.  Nous  venons  de  nous  occuper  de  la  représentation  des 
fonctions  uniformes;  passons  à  l'étude  de  leurs  propriétés  et  don- 
nons un  théorème  de  M.  Jensen  relatif  aux  zéros  et  aux  pôles 
d'une  fonction  méromorphe  ('). 

So'\lf[x)  une  fonction  méromorphe  dans  une  circonférence  C 
de  rayon  r  ayant  l'origine  pour  centre  (nous  supposerons  celte 
fonction  bien  déterminée  sur  C);  désignons  par  r/,,  ...,  </„, 
6,,  ...,  hm  ses  zéros  et  ses  pôles  intérieurs  à  C  comptés  chacun 
avec  leur  degré  de  multiplicité  (on  peut  admettre  que  l'origine 
n'en  fait  pas  partie)  (^).  La  formule  de  31.  Jensen  va  résulter  de 
l'évaluation  de  linlégrale 

<  8)  1  =    riog/(=)^  =  /   f   "lo^.[/(  re/O)]  rff,         {z  =  ;-e'9), 

le  long  du  contour  C  parcouru  dans  le  sens  direct  :  on  suppose 
que  la  variable  z-  part  du  point  de  coordonnées  (  ;■,  o),  et  que  l'on 
a  bien  fixé  au  départ  la  détermination  de  log _/(/•). 
L'intégration  par  parties  donne 

(9)  I  =  [log.-log/(::,]c-  f\oszj^dz. 

Représentons  par  log/"  un  logarithme  réel  :    la  {larlie  intégrée  a 
pour  valeur 

7.T.i[\ogf(r)  -f-  (/i  —  //:)log/-]  —  .\( n  —  /n  )-- 


C)  Cf.  Jensen,  .1.  .1/.,  t.  WII,  p.  3Gy.  —  Petersen,  A.  M.,  t.  WIII.  —  La 
démonslralion  si  simple  que  nous  donnons  ici  est  duc  à  M.  Golusat,  D.  D.,  1902, 

P-  299- 

(-)  Si  l'origine  Liait  un  zéro  ou  un  p<Mc  Ac  f{x),  on  raisonnerait  sur  la  fonc- 
tion xP  f{x),  p  désignant  un  entier  négatif  ou  positif  égal  à  l'ordre  du  zéro  ou 
du  pôle. 
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puisque  log:;  et  \og /(z-)  augmentent  respectivement  de  2  — i  et 
de  2  (/i  —  m)TU  quand  z  décrit  le  contour  C. 

Dans  la  formule  (9),  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  est 
méromorphe  dans  le  contour  ABCDEFA  formé  par  la  circon- 
férence C,  une  circonférence  y  de  rajon  très  petit  entourant 
Torigine,  et  deux  segments  infiniment  voisins  tendant  à  se  con- 
fondre avec  la  partie  [lositive  de  l'axe  réel  (Jïg'-  5).  Appliquons  le 

Fis.  5. 


lliéorème  des  résidus  (I"^  Partie,  p.  282)  :  l'intégrale  prise  le  long 
de  Y  tend  vers  zéro  avec  le  rayon  de  y,  puisque  l'origine  n'est  ni 
un  zéro,  ni  un  pôle  poury(^);  la  différence  des  intégrales  prises 
le  long  des  deux  segments  de  l'axe  réel  parcourus  en  sens  inverses 
a  pour  limite  27:/[logy(o)  —  logy(/')].  Il  vient  donc  (T'^  Partie, 
p.  a84), 


/: 


■ZTJ[\osAo)-los/(r)]  =  -2T.lh 


b, 


(tous  les  logarithmes  ont  des  déterminations  qui  résultent  de  la 
convention  faite  au  départ). 

Portons  cette  valeur  de  l'intégrale  dans  l'égalité  (9);  puis,  en 
nous  aidant  de  la  formule  (8),  égalons  les  coefficients  de  i  dans 
les  deux  membres.  La  relation  obtenue 


(10)     —    /        loiï|/(/-<?'9)|f/0  =  logI/(o')| -+-!()-;■ 


■  h, 


où  ne  figurent  que  des  logarithmes  ordinaires,  est  la  formule  de 
M.  Jensen.  On  en  déduit,  en  désignant  par  N(7')  le  maximum  du 
module  de  la  fonction  f{x)  sur  la  circonférence  C  [et  en  suppo- 
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santy*(o)  =  i],  l'inégalité  souvent  utile 

I  7li...an  I         /■«-'«' 

Quand  la  fonction  f{.r)  est  entière,  l'inégalité  se  réduit  à 


«1. 


< 


elle  est  alors  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  /•  et  de  l'indice  n 
correspondant. 

§    III.    —    SÉRIE    DE   LVGR.VNGE. 

2i9.  Soient  a  et  a  deux  paramètres  et  f{x)  une  fonction  ana- 
lytique uniforme  dans  un  domaine  cD,  régulière  en  tout  point  de 
ce  domaine.  Lagrange  (')  a  établi  une  formule  célèbre  qui  permet 
de  représenter  par  une  série,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  a, 
une  racine  convenable  de  l'équation 

(i)  F{x)  —  :r  —  a  —  7./(\r)=:o, 

et  même  une  fonction  liolomorphe  quelconque  de  cette  racine  (-). 
Aujourd'hui  de  nombreuses  méthodes  permettent  d'obtenir  le 
développement  trouvé  par  Lagrange,  de  distinguer  nettement  la 


(')  Mémoires  de  l'Acad.  de  Berlin,  t.  XXIV,  p.  aSi  ;  1770  (^Œuvres,  édit. 
Serret,  t.  III,  p.  24)  et  Résolution  des  ér/ualions  numériques,  Noie  XI  (  Œuvres, 
t.  Mil,  p.  262  ).  Cf.  aussi  t.  IX,  p.  i63  (où  Lagrange  reproduit  une  démonslratioii 
de  Laplace,  démonstration  insuffisante  du  reste,  comme  l'a  montré  Caucliy). 

A  la  fin  du  xvni°  siècle,  on  ne  se  préoccupait  guère  de  la  convergence  des 
développements  :  comme  toujours,  c'est  Caucliy  qui  a  précisé  cette  question  et  a 
appris  dans  quels  cas  la  formule  de  Lagrange  converge,  en  même  temps  qu'il  en 
donnait  plusieurs  démonstrations.  Ces  preuves  reposent  soit  (1827)  sur  le  Calcul 
des  résidus  {Mémoires  de  l'Institut,  t.  VIII,  p.  i3o;  1829),  soit  encore  (iS3i)sur 
la  Théorie  des  intégrales  définies  {Mémoires  sur  la  Mécanique  céleste;  Exer- 
cices d'Analyse  et  de  Physique,  t.  II,  édit.  de  iS'ji),  soit  sur  des  remarques 
élémentaires  sans  considérations  d'intégrales  {Exercices,  etc.,  t.  I,  p.  2G1J,  édit. 
de  i8'|o).  Cf.  aussi  ses  rapports  sur  deux  Mémoires  de  Cnio  (  C .  II.,  i8'|(>, 
2"  semestre,  p.  4yo;  i852,  i'"'  semestre,  p.  804). 

C'est  l'équation  de  Kepler  u  —  es\i\u  =  nt  qui  avait  donné  naissance  au  pro- 
blème :  on  se  proposait  de  développer  l'anomalie  exccnlri(|ue  u  suivant  les  puis- 
sances de  l'excentricité. 

(2)  Le  but  de  la  formule  est  d'abord  de  donner  une  expression  simple  aux 
coefficients  du  développement,  développement  dont  l'existence  a  élé  justifiée 
plus  haut.  Nous  savions  déjà  représenter  par  des  intégrales  les  fondions  hol<>- 
morphes  des  racines  de  \'{x)  {!"  Partie,  p.  287). 

F.  —  II.  9 
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racine  à  laquelle  il  s'applique,  de  fixer  les  conditions  de  sa  con- 
vergence et  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  lorsqu'on 
y  prend  un  nombre  limité  de  termes  :  voici  celle  qu'a  proposée 
ÎM.  Rouché  ('). 

Désignons  par  C  un  contour  ferme  qui  ne  sorte  pas  de  lO  et  qui 
renferme  le  point  a  à  son  intérieur.  Si  l'on  a  déterminé  un  nombre 
positif  0  assez  petit  pour  que,  dans  l'ensemble  |  a  |  <<  S,  on  ait  en 
tous  les  points  x  de  C,  l'inégalité 

la/i.r)  |<  |.r  — «1, 

l'équation  (i)  a  une  seule  racine  à  l'intérieur  de  C,  puisque  l'équa- 
tion x=.  a  n'a  qu'une  racine  dans  ce  contour  (F*^  Partie,  p.  288). 
C'est  à  cette  racine  bien  déterminée  (racine  qui  tend  vers  a 
quand  a  tend  vers  zéro)  que  s'applique  la  formule  de  Lagrange; 
nous  la  représenterons  par  la  lettre  x^  et  nous  appellerons  ^{x) 
une  fonction  liolomorpbe  arbitraire  de  cette  racine. 

Pour  obtenir  son  expression,  suivons  encore  la  méthode  qui  a 
conduit  aux  formules  de  Tajlor  et  de  Laurent  :  envisageons  la 

fonction  '  ""_  ,  qui  est  liolomorpbe  dans  C  sauf  au  pôle  .r,  et  pre- 
nons-en l'intégrale  le  long  de  C.  Le  théorème  des  résidus  donne 

.  o{x)        r        oiz) 

l-t--, — -=     /    '- -. rU. 

r  I  X  )        J^,  z  —  a  —  a  y  (  ^  ) 

Le  développement  du  premier  membre  devant  procéder  suivant 
les  puissances  de  a,  nous  transformerons  le  second  au  moyen  de 
l'identité 

I  _        f  g /(  c  )     ^  'x>\f"{  z)     _ 

z  —  a  —  y.  f{z  )        z  —  a        (  z  —  a)-    '  '  '  '       ^  z  —  a  )''^^ 

En  vertu  des  lijpothèses,  dans  le  domaine  |a|<;û,  cette  pro- 
gression converge  uniformément  sur  le  contour  C;  Funilormité  de 


(')  HouciiK,  /.  E.  P.,  XXXIX"  Cahier,  p.  nj'j;  1861.  —  IIermite,  Cours,  etc., 
4°  édit.,  p.  i8r>. 

Citons  encore  :  Ciiio,  C.  R.,  1846  et  jSJa;  Savants  étrangers,  t.  XII,  p.  34o; 
Atti  délia  A.  cl.  S.  di  Torino,  1871-1872,  p.  647  (.voir  aussi  au  Tome  suivant, 
p.  18,  une  Note  de  Genocchi).  —  Gexocciii,  C.  Ji.,  1873,  2=  semestre,  p.  i54i.  — 
TcflEBYCHEF,  Œuvres,  t.  I,  p.  25i.  —  Heine,  /.  de  Crelle,  t.  54,  p.  388  (il  y 
obtient  la  formule  de  Lagrange  par  le  Calcul  des  variations).  —  Nekrassoff, 
M.  A.,  t.  XXXI,  p.  337. 
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la  convergence  subsisle,  quand  on  en  mulliplie  les  éléments  parle 
facteur  borné  o{z).  On  peut  donc  intégrer  la  série  ternie  par 
terme,  ce  qui  donne 


(A) 


o(.r) 


=  Jo  -I-  X  .1 1  -f- .  .  .  -f-  a"  J„  -+- .  . 


Dans  cette  formule,  les  coefficients  J„  sont  représentés  par  des 
intégrales  que  l'on  peut  faire   disparaître   par  la  méthode  habi 
tuelle  (1'"  Partie,  p.  290).  Pour  cela,  reprenons  les  égalités 

■j.r.1  ^1^.  z  —  a  '  ■J.r.lJ^.{z  —  a)"-^-^ 

et  remplaçons-y 'f(:^)  \yAv  -^(^z)  f"  (  :■).  Il  vient 

d'où  la  nouvelle  formule 

^  =  y^D;;[o(a)/"(.,]. 

F'ix)       ^n\     "'  •  ^       -'    ^       ' 


(B) 


Pour  que  cette  relation  serve  au  développement  d'une  fonction 
holomorphe  donnée  ^(x),  il  faut  préalablement  y  rattacher  la 
fonction  '^{x)  au  moyen  de  l'égalité  'ç,{x)  =F'(^V}(.r).  Par  cette 
substitution,  la  formule  (B)  devient 


^{^)  =  y  ^  D«  ;  <h(a)f''{a)\\  —  a  f\a  )] 


Mettons  cette    série    sous   une    forme    plus    simple;    elle    peut 
s'écrire 

<^(^)  =  -!/(«)  + V^D;a.}(a)/«(«)J-^^D«[.i(«)/"(a)/(«)]; 

H  =.  1  n  —  H 

ou  bien,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  a  (et  en  remplaçant  dans  le 
premier  symbole  de  sommation  n  par  /?  +  i). 


^{t)  =  tj/fa)  -t- 


Xj(/t-i-i) 

11=9 


tL>;j;  [•}(«)/""'(«)]'-(« +o^(«) /"(«)/(");. 


l32  LIVRE    II.    —    CIIAIMTUK    VIII. 

OU  bien,  en  efifecluant  les  réduclions  dans  la  parenthèse, 


(G) 


<1.(^)  =  •].(■«) 


•^     1.' 


(  /i  -H  1  j  ! 


D;i['y(«)/"-^H«)]- 


250.  Laplace  a  étendu  la  formule  de  Lagrange  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables.  M.  Darboux  et  ensuite  Stieltjes  ont  donné  aux 
résultats  une  forme  simple,  en  substituant  à  la  fonction  dont  on 
cherche  le  développement  le  produit  de  cette  fonction  par  un 
certain  déterminant  fonctionnel  ('). 

2.51.  PiiE:\rii;RE  application  :  Mouvement  des  planètes.  — 
Désignons  par  nt  l'anomalie  nioveime,  par  a  et  co  l'anomalie 
excentrique  et  l'anomalie  vraie,  par  /•  la  dislance  de  la  planète  au 


(')  Cf.  Darboux,  C.  B.,  18%,  !"■■  semestre,  p.  324.  Voici  les  résultats  de 
Slielijes. 

A  l'équation  x  =  a  -{-  oif{x)  correspond  le  développement  (C);  en  le  dérivant 
par  rapport  à  a,  on  obtient,  après  avoir  remplacé  /; -;- 1  par  n  et  '^  {x) 
par  V{x) 


c'est  la  formule  de  Lagrange  ainsi  transformée  dont  la  généralisation  est  simple. 
Supposons  que  les  /•  variables  x^  y.,  z^    ...  soient  liées  aux  /•  variables  a,  b, 
c^   ...  par  les  /•  équations 

X  =  a-\-  :>.  f[x,  y,  z,  ...), 
y  =  b  +  'yç{x,y,z,  ...), 


on  en  déduira 


^'{JC,  y, 


dx  dx  dx 

da  db  de 

dy  dy  dy 

da  db  de 

dz  dz  dz 

da  db  de 


a"  3r 


n:  p: 


d"  +  i'+---[F(a,  b,  ■■■)  f"{a.  b.  . . .)  -iHcu  b.  .  . .)] 
da"  dbi' ... 


^  \^     V  . 

11=10      p—Q 

V(x.y,  ...)  désignant  une  fonction  arbitraire  des  racines  x,  y,  .... 

Stieltjes  obtient  cette  généralisation  par  deux  méthodes  :  la  première  est  restée 
inédite  [M.  Poincaré  l'a  rendue  rigoureuse  à  l'aide  de  sa  Théorie  des  résidus  des 
intégrales  doubles  {A.  M.,  t.  IX,  p.  357)];  pour  la  seconde,  cf.  A.  E.  .\.,  iS85, 
p.  92.  Voir  aussi  Picard,  Analyse,  t.  II,  p.  263. 
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Soleil   :  les  relalions  fondamaiilalcs  qui  régissent  le  mouvemeiiL 
des  planètes  peuvent  s'écrire 

p 

u  —  e  iiwu  =  ni .  r  —  (r  {\  —  e  cos  f<  )  = • 

1  -i-  e  cosoj 

L'application  de  la  formule  (G)  donne  imniédiatcnient  «,  cos//, 
/•,  0)  en  fonction  de  tit  au  moyen  de  séries  entières  en  e;  par 
exemple,  de  l'équation  de  Kepler  on  déduit  les  développements  (') 

e- 

u  =:  nt  -+-  e  sin  nt  -j r—  2  siii  ?  rit 

1  !  a 

-I-  T-j — -  (3-  sin  3/1/  —  3  sin  nt  ) 


—, —  (4^?inî/i/ —  î  .7^  sin  ■>./;/ ) 


e 

C'^      f        .  ,  )  •  î 

-: ; —  (  j*  sin  5  /;/  —  5.3*  sin  3/?/  -^    — ^  s'in  nt 

■j  ■  i*  \  1.2 

cos  u  =  cos  nt  -i — (cos  2/1 1  —  i)  -: (3  cos  3 /if  —  3  cos  nt)-~-. . . . 

Le  premier,  Laplace  a  montré  que  ces  développements  con- 
vergent tant  que  e  reste  inférieure  à  0,662-43.  .  .  . 

Seco?îde  application  :  Polynômes  de  Legenche.  —  Dans  ses 
recherches  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  et  la  figure  des  planètes, 
Legendre  a  fait  connaître  les  propiiétés  de  fonctions  algébriques 
remarqualjles,  auxquelles  on  a  donné  son  nom  (  -  ).  Il  les  intro- 
duisait   en    développant    suivant    les    puissances    de    z    la    fonc- 

_  j_ 
lion  (1  —  IX z  -\-  z--)    ',  et  les  représentait  par  X"  (où  n  est  un 

indice).   A'oici  comment  Jacobi    a   rattaché    leur  définition   à    la 
formule  de  Lagrange  (^). 


(')  Pour  les  détails  de  ce  calcul  et  de  plusieurs  autres,  cf.  Laohange,  Ac.  de 
Berlin,  t.  XXV,  p.  20^;  177 1  {Œuvres,  t.  IH,  p.  ii3).  —  Lapi.ace.  Mécanique 
céleste,  t.  I  et  t.  V  (supplément).  —  Cacciiy,  loc.  cit.  —  IIkhmite,  Cours,  etc.. 
4°  cdit.,  p.  184. 

(2)  Legendre,  Savants  étrangers,  t.  X;  Mémoires  de  l'Académie,  178^ 
et  1789,  ou  mieux  Exercices  de  Calcul  intégral,  t.  II,  p.  247  et  268  (édil. 
de  1817)  où  les  résultais  sont  groupes.  On  les  obtient  simplement  sans  passer 
par  la  formule  do  Lagrange.  Cf.  Poi.ncare,  Potentiel  newtonien,  p.  4'|. 

(3)  Jacodi,  J.  de  Crelle,  t.  2,  p.  2«3;  1827.  Voir  aussi  Cauciiy  (1827  ),  Mémoires 
de  l'Institut,  t.  VIII,  p.  nS.  —  Dauboux,  /.  M.,  1878,  p.  20. 
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Remplaçons  dans  l'équation  {\')  f{x)  par^ — La  racine  de 

l'équation  ainsi  transformée  qui  tend  vers  a,  quand  a  tend  vers 
zéro,  a  pour  expression 


^A 


c'est  à  elle  que  se  rapporteront  les  développements.  Prenons-les 
sous  la  forme  (B),  et  donnons  à  '^{x)  la  valeur  un.  ¥' (x)  se 
réduit  à   i  —  'j.x;  la  formule  (B)  devient  donc 


\/ 1  —  'iaa  -r-  a2 


-2 


a"n';(a2—  [)« 


Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a  représentent  les 
poljnomes  de  Legendre  :  en  rem[)laçant  la  lettre  a  par  ^,  on  voit 
qu'ils  sont  définis  par  les  égalités 

Il  eût  été  plus  difficile  de  mettre  en  évidence  celte  forme  si 
simple  en  dévelo|)pant  directement  par  la  série  de  IMac-Laurin 
l'irrationnelle  qu'ils  servent  à  représenter  ('). 

§  IV.  —  Extension  de  la  notion  de  résidu. 

252.  Au  Livre  précédent,  nous  avons  défini  avec  Cauchv  le 
résidu  d'une   fonction   analvtique  uniforme  f{x)  en  un  pôle  a  : 


(^)  Groupons    (]uclqiies    propriétés    de    ces  fonctions,  que    Jacobi    qualifie    de 
merveilleuses. 
L'équation  X,j=  o  a  ses  racines  réelles,  distinctes,  comprises  entre  — i  et  i. 
Entre  trois  polynômes  consécutifs,  on  a  !a  formule  de  récurrence 

{n  +i)X„^,—  (2«  +  i)X,, -I-  /i\^__,=  o. 
Le  polynôme  X„  satisfait  à  l'équation  dillérentielle 

{x-—\)  y"  +  -ixy'  —  n{n  ^\)  y  =  0. 
On  a 

.-+-1  /       ",  si        «ï;/'i 


f 


'  '     2  /t  -I-  I  ^ 

plus  généralement    /         ^„fi  ^)  ^^^  ^^t  nul,  quand  f{x)  est  un  polynôme  d( 


;nt    / 
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c'est  le  coefficient  du   terme  en  (x  —  «)"'  dans  la  partie  prin- 
cipale relative  à  ce  pôle  ('). 

Le  théorème  de  Laurent  permet  d'étendre  cette  définition  à 
toute  singularité  isolée  (-),  puisqu'il  fait  correspondre  à  toute 
discontinuité  de  ce  tjpe  une  fonction  holomorphe  en  (a:  —  «)"') 
caractéristique  de  la  singularité.  II  n'y  a  rien  à  changer,  ni  à 
l'énoncé  du  théorème  des  résidus  (P®  Partie,  p.  282),  ni  à  sa 
démonstration,  car,  dans  le  voisinage  de  la  singularité,  on  peut 
écrire 

•^  \  X  —  a /  X  —  a  V'^  —  «/ 


degré   inférieur  à  n  (cette   propriété   caractérise    les   polynômes   de   Legendre). 
Le  polynôme  X„  est  le  dénominateur  de  la  réduite  d'ordre  n  de  la  fonction 

r^*    dz  x^i  /i  I  I  \ 

/  •    =   log  =2 \-  -, r   +   T-^+...      , 

J_l      X  —  Z  X  —  I  \x         ox^         ox-"  J 

comme  l'ont  montré  Tchebyclief  et  Heine. 
Lapiace  l'avait  représenté  par  l'intégrale 


-i( 


cl-c 


{x  -T-  \x-  —  I  cos 9 )" 


où  l'on  a  choisi  arbitrairement  la  détermination  du  radical;  le  signe  à  prendre 
devant  l'intégrale  est  le  même  que  celui  de  la  partie  réelle  de  x,  partie  réelle 
que  Ton  suppose  différente  de  zéro,  car  sur  l'axe  imaginaire,  l'intégrale  n"a  pas  de 
sens  (cet  axe  est  une  ligne  de  discontinuité  pour  l'intégrale). 

De  ces  polynômes  on  passe  aux  fonctions  de  Lapiace  (I"  Partie,  p.  196),  en 
remplaçant  x  par  coss  cosO  -f-  sin-f  sinO  cos  A  (qui  est  l'expression  du  troisième 
côté  d'un  triangle  sphérique,  dont  les  deux  autres  cp  et  0  comprennent  l'angle  A). 

L'expression  explicite  des  polynômes  X,^  est 


1.3.5. ..(2/1  —  i)r            nin  —  i 
>■«  =  n X'' 

I.20.../1  L  2(2/2  — 


_^  n{ri—i){n  —  i)(n  —  :i)  ^„_, _       1 
2.4.(2/1  —  l)(2/l  —  3)  •••j- 

Cf.  Legendre,  loc.  cit.  —  IIeumite,  Cours,  etc.,  p.  i\?t  et  iij4.  —  Joudan, 
Analyse,  t.  II,  p.  289,  etc. 

(')  Cauciiy,  Œuvres,  2°  série,  t.  VI,  p.  î\  et  i|i;  t.  Vil,  p.  2()i;  t.  VIII, 
p.  196,  etc. 

(^)  Nous  supposons  cette  singularité  isolée  de  toute  autre  discontinuité,  même 
polaire  (I'"  Partie,  p.  60). 

Nous  verrons  plus  tard  que  le  résidu  d'un  point  singulier  isolé  d'une  fonction 
uniforme,  qu'il  soit  pôle  ou  point  essentiel,  fournit  une  période  pour  l'intégrale 
d'une  telle  fonction. 
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Q(  -— —  j  représentant  une  fonction  uniforme,  et  par  suite  dé- 
composer encore  l'intégrale  qui  intervient  clans  cette  démonstra- 
tion en  trois  parties,  dont  une  seule  (celle  qui  renferme  le 
résidu  A,)  peut  ne  pas  être  nulle. 

Remarquons  seulement  que,  si  le  calcul  numérique  du  résidu 
est  facile  dans  le  cas  du  pôle  ('),  il  esl,  en  général,  impossible  de 
reffecluer  par  des  opérations  élémentaires  quand  il  s'agit  d'un 
point  essentiel. 

De  cette  définition  du  résidu  d'une  fonction  analytique  uni- 
forme, relatif  à  une  singularité  isolée  a,  il  résulte  qu'on  peut  le 
représciiter  par  l'intégrale 

celle  intégrale  étant  prise  dans  le  sens  direct  le  long  d'une 
circonférence  Ca  n'ayant  à  son  intérieur  que  la  seule  disconti- 
nuité ce. 

Cette  remarque  conduit  à  étendre  la  notion  de  résidu  aux  points 
singuliers  et  même  aux  ensembles  de  singularités  de  nature  quel- 
conque. Etant  donnée  une  fonction  f{x),  on  dira  dans  tous  les 


(')  Pour  calculer  le  résidu  d'une  fonction  f{x)  relatif  à  un  pôle  simple  a,  on 
met  la  fonction  sous  la  forme  9(^)  :  '^{x),  9(^7)  étant  différent  de  zéro  en  a, 
et  '\i{x)  étant  une  fonction  holomorplie  qui  admet  la  racine  simple  a;  dès  lors, 
le  résidu  R^^  a  pour  valeur  «(a)  :  '^{a). 

Dans  le  cas  du  pôle  d'ordre  n,  on  peut  poser  x  ^=  a  -i-  h  et  chercher  directement 
le  coefficient  du  terme  en  /r'  dans  le  développement  de  /{a -h  h)  suivant  les 
puissances  négatives  et  positives  de  h.  On  peut  aussi,  comme  dans  la  décompo- 
sition des  fractions  ralionnelles,  appliquer  la  formule 

R„: 

qui  résulte  de  la  comparaison  des  égalités 

/(■r)  =  ,  '^^•^^  [z{a)>o], 

•^  {x  —  ay         *■  •  ^       -    -" 

o{x)  —  '^{a)  -h  {x  —  a)  ■■^'{a)  -h... 

(^  —  or)"~'     „   ,,     ,        (x  —  a)" 
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cas  que  le  résidu  de  cette  fonction  relatif  à  une  singularité  ou 
à  un  ensemble  de  singularités  est  défini  par  Vintégrale  (i), 
cette  intégrale  étant  prise  dans  le  sens  positif  le  long  de  la  fron- 
tière d'un  domaine  contenant  cet  ensemble  de  singularités,  comme 
nous  allons  l'expliquer. 

Celte  généralisation  est  naturelle,  car  la  propriété  caractéris- 
tique des  résidus  (1''^  Partie,  p.  282)  s'applique  aux  résidus  ainsi 
envisagés. 

253.  Prenons  d'abord  un  point  singulier  non  isolé,  à  distance 
finie,  d'une  fonction  analytique  uniforme.  L'intégrale  (i)  varie 
avec  le  rayon  de  la  circonférence  C^  :  on  ne  peut  fixer  de  nombre  /• 
tel  qu'elle  11e  cbange  plus,  quand  le  rajon  de  C,j  diminue  à  partir 
de  /•.  INlais  à  toute  circonCércnce  de  ravon  déterminé  correspond 
une  intégrale  (0  déterminée  :  elle  représentera  par  définition 
le  résidu  relatif  à  l'ensemble  des  singularités  intérieures  à  ce 
cercle  (' ). 

De  même  pour  obtenir  le  résidu  relatif  à  une  ligne  singulière 
ou  à  un  espace  lacunaire,  sans  point  commun  avec  un  autre 
ensemble  de  singularités,  on  prend  pour  contour  C^  une  courbe 
fermée  entourant  cette  ligne  ou  la  frontière  de  cet  espace  lacu- 
naire (-). 

254.  Envisageons  maintenant  le  point  à  l'infini,  et  supposons 
d'abord  que  ce  point  soit  un  point  ordinaire  ou  une  singularité 
isolée.  On  peut  alors  tracer  une  circonférence  G  de  rayon  assez 
grand  pour  que  les  singularités  de  la  fonction,  à  distance  finie, 
soient  toutes  à  son  intérieur  :  la  région  du  pian  extérieure  à  G 
formera  le  domaine  du  [)oint  infini;  un  mobile  en  parcourra  la 
frontière  dans  le  sens  positif,  lorsqu'il  se  déplacera  de  manière  à 
avoir  à  sa  gauche  le  domaine  entouré. 

D'après  la  règle  énoncée,  l'intégrale 


■^ijj^^^''^^ 


(';  Cf.  GuicuAHD,  A.  E.  ^.,  i88.3,  p.  3i5  {voir  au  n"  296,  noie,  une  classili- 
calion  des  singuiarilcs). 

(  =  ;  I\\iNLi;vi:,  A.  T.,  18SS,  B.,  p.  iiS. 
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prise  le  long  de  C  clans  le  sens  de  la  flèche  {^Jîg.  6),  représentera 
le  résidu  R„  du  point  infini,  que  ce  point  soit  singulier  ou  non. 
De  là  divers  procédés,  en  dehors  du  calcul  direct  de  l'intégrale 
ci-dessus,  pour  l'évaluation  de  ce  résidu.  Ainsi  : 

i''  Le  résidu  est  égal  au  coefficient  du  terme  en  x~^ ,  changé 
de  signe,  dans  le  développement  de  la  fonction  suivant  les 
puissances  négatives  et  positives  de  x. 

En  efTet,  à  l'extérieur  de  la  circonférence  C,  la  fonction  f{x) 

Fig.  6. 


est  régulière,  sauf  peut-être  à  l'infini;  on  peut  donc,  à  l'extérieur 
de  ce  cercle,  lui  appliquer  la  formule  de  Laurent 

f{x)=      V     a.,x^         («50). 


On  en  déduit,  en  intégrant  le  long  de  la  circonférence  C  dans  le 
sens  indiqué. 

Il  suffit  de  s'occuper  du  terme  a_\X~^  ;  on  a  donc  bien 

Rx  =  —  «_!. 

En  particulier,  dans  le  cas  du  polynôme,  le  résidu  du  point  à 
l'infini  (qui  est  un  pôle)  est  nul. 

2°  La  somme  des  résidus  relatifs  aux  singularités  à  distance 
finie  (  ^1m  et  du  résidu  du  point  à  V infini  est  nulle  ('). 

C)  Ce  théorème  s'élcnd  à  une  surface  de  tiieinann.  Soient /(.r,  j-)  =  o  l'équa- 
tion qui  la  définit,  et  v  une  fonction  uniforme  du  point  analytique  {x^y), 
n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  singularités  (polaires  ou  essentielles).  La  somme 
des  résidus  de  la  fonction  v^  en  tous  les  points  de  la  surface  de  Ricmann,  à 
distance  finie  ou  infinie,  est  nulle. 
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En  efïet,  le  théorème  ordinaire  des  résidus  donne 

la  circonférence  G  étant   toujours  parcourue  dans  le   sens  de   la 
flèche,  et  par  suite 

Si  le  point  à  l'infini  est  une  singularité  non  isolée,  la  fonction 
a  alors  par  exemple  une  ou  plusieurs  lignes  singulières  L  avant 
des  points  à  l'infini.  Dans  ce  cas,  on  prendra  pour  frontière  C  du 
domaine  du  point  à  l'infini  un  contour  fermé  entourant  toutes  les 
singularités  sauf  L,  et  on  la  parcourra  dans  le  sens  direct  relative- 
ment au  point  à  l'infini  (sens  de  la  flèche).  On  voit  que  la  somme 
de  tous  les  résidus  est  encore  nulle. 

Remarquons  enfin  que  si,  en  tout  point  ordinaire  à  distance 
finie,  le  résidu  dune  fonction  est  nul,  il  n'en  est  pas  de  même  à 
l'infini;  ainsi  la  fonction  -; j  ■,  régulière  à  l'infini,  a  en  ce  point 


X  —  a 

X 

pour  résidu  a  —  h. 


2oo.  D'après  les  considérations  précédentes,  pour  définir  le 
résidu  d'une  fonction  uniforme  ou  /;?M/^//b;*me  relatif  à  wn  point 
ordinaire  ou  singulier,  à  distance  finie  ou  infinie,  il  suffit  de  définir 
la  courbe  C  avoisinant  ce  point  (nous  avons  appelé  domaine  de  ce 
point  la  région  qu'elle  limite),  et  d'avoir  recours  à  l'intégrale  (i). 

Prenons  une  fonction  algébrique  y  de  x,  racine  d'une  écpia- 
lion  y(^,y)=o,  ou  plus  généralement  une  fonction  r  de  x 
eljK,  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  l'équa- 
tion donnée,  c'est-à-dire  ne  prenant  qu'une  valeur  en  chaque 
point  {x^y)  de  cette  surface. 

1°  Soit  (^05.?^o)  un  point  ordinaire  de  cette  surface  :  le  domaine 
de  ce  point  sera  formé  par  les  points  de  la  surface  situés  sur  le 
même  feuillet  que  le  point  (j:-o,j^o)i  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
centre  Xç^  et  de  rayon  p  assez  petit  pour  cpi'il  ne  renferme  aucun 
point  singulier  de  la  fonction  algébrique  ('). 


(')  Notons  i\\\\\\\ç.  fonction  uniforme  d'un  point  analytique  {x,  y)  est  dans 
un  pai'cil  domaine  m\c  fonction  uniforme  de  x. 
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Ce  point  Drdinaire  de  la  siurace  peut  èlre  pour  la  fonction  c  un 
point  ordinaire  ou  singulier.  Si  le  point  est  ordinaire,  le  résidu 
est  nul.  S'il  est  singulier,  supposons-le  isolé.  La  fonction  r  est 
alors  développable  dans  le  voisinage  de  ce  point  par  la  formule  de 
Laurent,  paisc{ue  dans  ce  domaine  r  est  une  fonction  uniforme 
de  X,  avec  la  singularité  isolée  :ro  ;  on  a  ainsi 

i  " 

'  =  -(  - 

suivant  que  la  singularité  est  polaire  ou  essentielle.  Dans  les  deux 
cas,  r/_i  est  le  résidu  cherché. 

2"  Soit  (aro,jKo)  "f*  ]ioint  de  ramification  de  la  surface  de  Kie- 
niann,  autour  duquel  p  feuillets  s'échangent.  Le  domaine  de  ce 
point  sera  l'ensemble  des  points,  appartenant  aux  p  feuillets,  dont 
la  distance  au  point  Xq  ne  dépasse  pas  le  nombre  p  :  sa  frontière 
est  formée  de/j  circonférences  égales  et  sujicrposées  que  l'on  doit 
parcourir  en  changeant  de  feuillet,  dans  l'ordre  voulu,  après  chaque 
circulation. 

Pour  calculer  le  résidu,  on  remarque  que  les  p  déterminations 
de  j'  sont  fournies  par  des  séries  de  la  forme  (I"^  Partie,  p.  294) 

1  2 

y  —  y^=  ai(^  — a-o )/•-!- «2 (•f~-^o)/'  + 

Posons  X  —  Xar=^  x'P  \  chaque  racine  je,  et  par  suite  r,  est  fonc- 
tion uniforme  de  x' .  Si,  dans  le  voisinage  du  point  x'=Oj  la 
fonction  v  est  développable  en  série  entière  par  rapport  à  .r',  le 
point  Xq  sera  un  point  ordinaire  pour  cette  fonction  r.  Dans  le  cas 
contraire,  Xq  sera  un  point  singulier.  Su|)posons-le  isolé  :  alors, 
la  formule  de  Laurent  est  applicable  pour  des  valeurs  suffisamment 
petites  de  x'  \  elle  donne,  suivant  que  l'on  a  aflaire  à  un  pôle  ou  à 
un  point  essentiel, 


2: 


Cty  y  X  —  X^  )     . 


Dans  les  deux  cas,  le  résidu  a  pour  valeur /?<7_p,  puisque,  dans 
l'intégration   à  laquelle   conduit  la  définition  du  résidu,  tous  les 
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termes  provenanl  du  dévelop|>emenl  ci-dessus,  à  l'exception  du 
terme  en  (x  —  ^o)~' j  0"t  <J6S  intégrales  nulles. 

Des  considérations  analogues  permettent  le  calcul  du  résidu 
du  point  à  l'infini,  que  ce  point  soit  ordinaire  ou  singulier  sur  la 
surface  de  Riemann,  lorsque  ce  point  est  un  point  ordinaire  ou 
un  point  singulier  isolé  pour  la  fonction  r, 

2o6.  La  notion  à^ ordre  peut  être  généralisée,  comme  Fa  été 
celle  de  résidu,  et,  d'après  le  même  principe,  c'est-à-dire  en 
rattachant  sa  définition  à  celle  d'une  intégrale. 

Quand  un  point  est  pour  une  fonction  uniforme  un  jtoint  ordi- 
naire (sans  être  une  racine^,  une  racine  ou  un  ])ôle,  on  dit  cpic 
l'ordre  de  la  fonction  en  ce  point  est  égal  à  zéro,  au  degré  de 
multiplicité  de  la  racine,  au  degré  d'infinitude  du  pôle  changé 
de  signe  (T^  Partie,  p.  Gi,  note).  Par  suite,  l'ordre  clans  un 
domaine  d'une  fonction  f{x)  méromorphe  dans  ce  domaine 
est  regardé  comme  égal  à  la  somme  des  ordres  de  la  fonction  aux 
différents  points  du  domaine,  ou  encore  à  l'excès  du  nombre  des 
racines  sur  le  nombre  des  [)ôles.  C'est  dire  (  P'^  Partie,  p.  288) 
que  l'ordre  de  cette  fonction  en  un  point  ou  dans  un  domaine  est 
représenté  par  l'intégrale 

(2)  • :      /     "-. dx, 

prise  dans  le  sens  positif  le  long  d'une  circonférence  enlouraul  le 
point  ou  le  long  de  la  frontière  du  domaine  considéré. 

Cette  intégrale  (2)  servira  de  définition  à  l'ordre  d'une  fonction 
non  méromorphe  relativement  à  un  point  singulier  de  nature  quel- 
conque, à  une  ligne  singulière,  à  un  espace  lacunaire  :  on  la  prendra 
le  long  d'un  contour  fermé  entourant  la  singularité  considérée. 

Comme  pour  les  fonctions  méromorphes  (')  la  somme  des 
ordres  dUine  fonction  analytique  uniforme,  à  r intérieur  d'un 
domaine,  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  des  ordres 
à  l'extérieur  de  ce  domaine. 


(')  Il  est  évident  que  l'ordre  ne  représente  plus  la  différence  entre  le  nombre 
des  zéros  et  le  nombre  des  pôles.  L'intégrale  qui  le  définit  varie  avec  le  contour; 
par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  point  singulier  non  isolé,  l'ordre  comme  le  résidu 
varie  avec  le  rayon  du  cercle  entourant  la  singularité. 

Cf.  GuiciiAUD,  A.E.  N.,  i883,  p.  3i.j.  —  Pai.nleve,  A.  T.,  1888,  p.  i23. 
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Par  suite,  dans  toul  le  plan,  la  somme  des  ordres  d'une  pareille 
fonction  est  nulle. 

257.  Quand  on  connaît  la  nature  des  singularités  d'une  fonc- 
tion à  l'intérieur  d'un  contour,  les  remarques  précédentes  per- 
mettent dans  certains  cas  de  déterminer  le  nombre  de  ses  racines. 

Considérons,  par  exemple,  une  fraction  rationnelle.  Elle  n'a  à 
distance  finie  ou  infinie  d'autres  singularités  cpie  des  pôles.  Or,  la 
somme  de  ses  ordres  est  nulle.  Donc  le  nombre  total  des  racines 
de  la  fonction  est  égal  au  nombre  de  ses  pôles,  en  tenant  compte 
du  point  à  l'infini  (qui  peut  être  un  zéro,  un  |)ôle,  ou  un  point 
ordinaire). 

En  particulier,  tout  polynôme  de  degré  m  a  m  racines,  puisqu'il 
a  pour  unique  singularité  le  point  à  l'infini,  et  que  ce  point  est 
un  pôle  d'ordre  m  (  '  ), 

On  en  conclut  aussi  que  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion y(^)  —  c  =  o,  où  c  désigne  une  constante  arbitraire  et/'(x) 
une  fraction  rationnelle,  est  égal  au  nombre  des  pôles  de  cette 
fraction.  Donc  une  fraction  rationnelle  prend  toute  valeur,  finie 
ou  infinie,  le  même  nombre  de  fois. 

§  V.  —  Application  a  l'évaluation  des  intégrales  définies. 

258.  Soient  0.r  et  OjKdeux  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
Calculer  une  intégrale  définie  portant  sur  une  fonction  réelle /'(^) 


(')  Voici  une  troisième  démonstration  du  tliéorème  de  d'Alembert  (T"  Partie, 
p.  287)  reposant  sur  le  calcul  direct  du  résidu  du  point  à  l'infini. 

Traçons  une  circonférence  qui  renferme  à  son  intérieur  toutes  les  racines  du 
polynôme  P(a;)  de  degré  m  (ce  tracé  est  possible,  puisque  le  polynôme  ne  peut 
s'annuler  pour  plus  de  m  valeurs).  A  l'extérieur  de  cette  circonférence,  la  fonc- 

V'(x) 
tion  est  holomorphe,  et  peut  être  développée  par  la  formule  de  Laurent. 

1  (^"  ) 

On  a  ainsi 

P(.r)    ~  X        x-'^ 

Le  coefficient  a,  est  égal  à  m^  comme  on  le  voit  en  multipliant  les  deux 
membres  de  l'identité  par  x^  et  en  faisant  croître  x  indéfiniment;  donc,  le  résidu 
du  point  à  l'infini  a   pour  valeur  — m.  La  somme  totale  des  résidus  est  nulle; 

donc  la  somme  des  résidus   de  f— — -  relatifs  aux  pôles  à  distance  finie,  et  par 

suite,  le  nombre  des  zéros  de  V{x),  est  égal  à  m. 
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d'une  variable  réelle  ^,  c'est  l'évaluer  le  long  d'un  segment  de 
l'axe  des  x.  On  peut  considérer  ce  segment  L  comme  faisant 
partie  d'une  infinité  de  contours  fermés,  polygonaux  ou  curvi- 
lignes, dont  nous  désignerons  les  autres  portions  par  L',  L",  .... 
Si  la  fonction  fi^z)  est  analytique  uniforme  dans  le  domaine 
limité  par  un  de  ces  contours,  et  est  bien  déterminée  (I"^  Partie, 
p.  279)  sur  sa  frontière,  la  somme  des  intégrales  le  long  des 
lignes  L,  L',  .  .  . ,  parcourues  dans  le  sens  direct,  se  ramène  à 
une  somme  de  résidus  (r'*-"  Partie,  p.  282). 

Il  arrive  souvent  cpie  grâce  à  un  choix  judicieux  du  contour,  il 
est  plus  simple  d'évaluer  l'intégrale  de  la  fonction  donnée  le  long 
des  lignes  L',  L",  ...  et  de  calculer  les  résidus  relatifs  aux  discon- 
tinuités intérieures  à  ce  contour,  que  d'évaluer  directement  l'inté- 
grale de  la  fonction  donnée  le  long  du  seul  segment  L.  Dans  ce 
cas,  la  théorie  des  résidus  fournit  une  méthode  avantageuse  pour 
la  recherche  des  intégrales  définies. 

Avant  de  l'appliquer  à  des  exemples,  remarquons  que  l'inté- 
grale d'une  fonction  /(-^),  prise  le  long  d'une  circonférence  C 
(ou  d'un  arc  de  cercle)  ayant  l'origine  comme  centre,  a  zéro  pour 
limite  lorsque  |^y(:;)|  tend  lui-même  vers  zéro  sur  C.  En  efi'et, 
appelons  M  une  limite  supérieure  de  \z  fi^z)\  sur  C;  le  module 
de  l'intégi'ale  de  la  fonction  f{:)i  prise  le  long  de  la  circonfé- 
rence entière,  n'atteint  jjas  27:M,  et,  dès  lors,  il  tend  vers  zéro 
avec  M.  On  applique  fréquemment  cette  remarque  à  des  circon- 
férences dont  le  rayon  tend  vers  zéro  ou  l'infini. 

2o9.  Problème  I.  —  Etant  donnés  deux  polynômes  P(^) 
et  Q^[x)^  évaluer  V intégrale 


O/i  suppose  que  V intégrale  a  un  sens,  pa]-  suite  que  le  déno- 
minateur  de  la  fraction  rationnelle  n'a  pas  de  racine  réelle, 
et  cjue  son  degré  surpasse  dciu  moins  deux  unités  celui  du 
numérateur. 

Considérons  un  segment  arbitraire  AB  de  l'axe  réel  ayant  son 
milieu  à  l'origine  O,  et  décrivons  sur  AB  comme  diamètre  une 
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demi-circonférence  G.  La  ("oncliony(G)  est  analytique  et  uniforme 
dans  le  domaine  limité  par  le  contour  ABGA,  et  elle  est  régulière 
sur  ce  contour;  on  a  donc 

^R  désignant  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  pôles  de/(:;) 

intérieurs  au  contour  ABCA. 

Lorsque  le  rayon  OBde  la  circonférence  G  grandit  indéfiniment, 
la  première  intégrale  a  pour  limile  J  ;  la  seconde  a  pour  limite  zéro, 
puisque  [  :^/(^)  |  tend  vers  zéro  quand  |;|  croît  indéfiniment. 
L'intégrale  cherchée  1  s'obtient  donc  en  multipliant  par  itzl  la 
somme  des  résidus  relatifs  à  tous  les  pôles  dey(:;)  situés  au-dessus 
de  l'axe  réel. 
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a  désignant   un  nombre  réel,   et  f[s\nx,  cosa:)   une  fraction 
rationnelle  en  sin.r  et  cosx. 

Supposons  la  fonction  /choisie  de  telle  façon  que  l'intégrale  ait 
un  sens,  et  utilisons  pour  le  choix  du  contour  la  périodicité  de  la 
fonction  f.  En  prenant  comme  contour  un  rectangle  ABGD  dont 
la  base  AB  soit  un  segment  de  l'axe  réel  ayant  pour  longueur  27:, 
les  intégrales  de  la  fonction  y(sin;,  cos;),  évaluées  le  long  de  BG 
et  de  DA,  se  détruisent.  Gette  fonction^ étant  analytique  et  uni- 
forme dans  le  rectangle  ABGD,  et  pouvant  être  regardée  comme 
régulière  sur  son  périmètre  (si  elle  avait  des  singularités  sur  BG 
et  DA,  on  déplacerait  le  rectangle  d'intégration,  en  faisant 
glisser  AB  sur  l'axe  réel,  ce  qui  ne  changerait  pas  l'intégrale  J), 
le  théorème  des  résidus  donne 


I  ^  2  r  J 


^sai 


/-27r  

R  +    /       y(siiia;  -t-  ili,  coix  •+•  ih)  dx, 


h  désignant  la  hauteur  du  rectangle,  et   t"  ^^  l'^  somme  des  résidus 
de  la  (onction  y  relatifs  aux  singularités  intérieures  au  rectangle. 
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Par  un  choix  convenable  de  /i,  on  rend  souvent  immi'dial  le 
calcul  de  celle  dernière  inli'grale  (');  loul  esl  donc  ramené  en  ce 
cas  à  l'évalualion  d'une  somme  de  résidus. 

Remarque.  —  La  subslilulion  [e-'^^iX)  Iransfurme  I  inlégrale 
rccliligne  proposée  en  une  intégrale  prise  le  long  d'une  circon- 
férence ayant  l'origine  comme  centre  et  l'unité  comme  rayon.  De 
là  un  autre  procédé,  reposant  lui  aussi  sur  le  calcul  des  résitius. 
tjui  permet  d'obtenir  1. 

12(j1.    Puoblèmf.  Ili.  —  Evalue)  V inlégrale 

I*(a7)  et  Q(>i^')  sont  des  polynômes;  Q(a")  n'a  pas  de  racine 
positive  et  le  degré  de  Q  surpasse  celui  de  P  {sinon,  V inlé- 
grale n\iurail  pas  de  sens). 

Utilisons  pour  le  choix  du  conlnur  la  périodicité  de  c",  et  inté- 
grons le  long  du  péiiiml  ic  d'un  l'cctiiiiiiie  ABCD,  de  hauteur  ir.. 
dont  la  base  soil  un  segment  AB  de  Taxe  réel  ayant  son  niibeu  à 
l'origine  O  (B  est  situé  du  côté  des  x  positifs). 

Quand  OB  grandit  indéfiniment,  l'intégrale  le  long  de  B(  !  tcml 
vers  zéro,  puisque  a  est  inférieur  à  l'unité,  et  (pie  le  degré  de  P(^) 
esl  moindre  que  celui  de  Q(-c).  Quand  OA  grandit  indéfiniment, 
l'intégrale  le  long  de  DA  tend  vers  zéro,  d  après  rh\polhè.-.c  a>=-u. 
On  a  donc 


/; 


e"-^- rAr  —    /  p^ï^-z-iT./)      ^ —    dj   =z   >-i   >   I'.. 


en  ap|)clanl  ^B  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  dixontiniiités 


(  '  )  l'ar  exeiiipie,  on  fait  souvent  h  —  y.,  |)arcc  que  |  sin  z  \  déliasse  loul  noiiiluc 
donné,  quand  z  déduil  une  parallèle  à  l'axe  réel  rcjetée  à  i'inlini.  C'est  ce  que 
montre  la  formule 


(  z  =  X     ■  ih:  h  —  -y-  ). 


Même  remarque  |)r)ur  cos-. 
V.  -  II. 
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intérieures  an  rectangle,  et,  par  suite, 

Remarque.  —  Les  intégrales  du  tjpe  considéré  peuvent  aussi 
s'oblenir  par  la  transformation  [e^,x)  :  on  choisit  alors  comme 
ligne  d'intégration  un  contour  F  tel  que  ABCDEFA  {Jig-  5, 
p.  128),  formé  par  un  segment  de  l'axe  réel  parcouru  deux  fois 
en  sens  inverses,  et  deux  circonférences  décrites  de  l'origine  dont 
les  rajons  e  et  R  tendent  respectivement  vers  zéro  et  l'infini. 

Cherchons  directement  par  ce  procédé  l'intégrale  classique 


dx  (o  <  a  <  i). 


qui  se  ramènerait  au  type  I  par  la  substitution  (.a:,  e-^). 

La  fonction  ^*~'  a  chacune  de  ses  déterminations  uniforme 
dans  le  domaine  qui  a  pour  frontière  le  contour  F;  après  avoir 
posé  z  =  re'^,   partons  de  A  avec  celle  dont  l'argument  est  nul. 

L'intégrale  de   la   fonction    -^^^^ — ~    prise  le  long  de  AB  a  pour 

limite  J,  quand  c  et  R  tendent  vers  o  et  I'go.  Elle  tend  vers  zéro  le 
long  de  la  circonférence  de  rayon  R.  Lorsque  le  point  z  arrive 
en  D,  il  a  pour  argument  au;  par  suite  3*~'  a  la  valeur  .r"^"' e-"'^' 
le  long  de  DE,  ce  qui  donne  pour  valeur  limite  de  Fintégrale  le 
long  de  ce  segment  — Je-'*^'.  Enfin  l'intégrale  le  long  de  la  cir- 
conférence de  rayon  £  tend  vers  zéro.  Ainsi  la  valeur  limite  de 
l'intégrale  le  long  du  contour  F  se  réduit  à  J(i  —  e^^"'). 

Cherchons  les  résidus. 

La  détermination  que  nous  considérons,  méromorphe  dans  le 
contour  F,  a  à  son  intérieur  le  seul  pôle  z  =  —  i  =z  e"'  :  le  résidu 
correspondant  est  e'^(a-*)  ou  —  e*™. 

Le  théorème  des  résidus  donne  donc 

.1(1  —  e*»'^'  )  =  —  •'.  T.  i  e^T^' ,  J  =  -r-^ 


Remarquons  enfin    que    la    transformation    (x,  j   ramène 

l'intégrale  J  à  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce  B(a,  i  —  a), 
ce  qui  permet  de  l'exprimer  par  le  produit  F(a)F(i  —  a).  (Voir 
I'"  Partie,  p.  191 .) 
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262.  I^ROBLÈME  l\ .  —  Evaluer  des  intéf^rales  du  type 
I      f{s\nx,x}dx, 

'    0 

la  fonction  y(sinx,  x)  étant  rationnelle  en  ?\v\x  et  x. 

Pour  les  oblenir,  il  n'y  a  pas  de  rùgle  générale.  Souvent,  il  sera 
avantageux  de  calculer  l'intégrale  de  la  fonction  f(^e^~^z)  le  long 
du  périmètre  d'un  rectangle  ajant  pour  hase  un  segment  de  l'axe 
réel,  et  dont  les  côtés  parallèles  à  l'axe  imaginaire  (ou  l'un  de  ces 
côtés)  s'éloignent  indéfiniment;  ou  bien  encore  le  long  du  contour 
formé  par  un  segment  de  l'axe  réel  ayant  son  milieu  à  l'origine  et 
une  demi-circonférence  décrite  sur  ce  segment. 

Ainsi,  pour  calculer  l'intégrale 


-.[ 


dx. 


on  considère  la  fonction  —^'  Elle  est  holomorphe  dans  le  domaine 
ayant  pour  ("rontière  une  ligne  ABCDEF.V  formée  par  deux  demi- 
circonlérences  EFA,  DCB  ayant  l'origine  pour  centre  (nous  dési- 
gnerons leurs  rayons  par  t  et  R)  et  les  segments  DE,  AB  de  l'axe 
réel  qui  joignent  les  points  d'abscisses  — R  et  —  s,  et  les  points 
d'abscisses  £  et  R;  de  plus,  elle  est  régulière  sur  ce  contour.  Par 
suite,  son  intégrale  le  long  de  ce  contour  est  nulle. 

Or,  l'intégrale  de  la  fonction  -^,  prise  le  long  de  EFA,  a  pour 
limite  —  /tt,  quand  e  tend  vers  zéro. 

Son  intégrale  le  long  de  BCD  tend  vers  zéro  avec  R~'.  En 
efl'el,  son  module  a  une  valeur  moindre  que  celle  de  l'intégrale 

7t 

elle-même  inférieure  (')  à  l'intégrale 


:H6 


(')  En  cfTel,  quinul  0  rroil  de  o  ù  —,  le  rapport  — t— >  f|"'  p^nt  de   la  valeur  i 

•>  ......  2 

cl  arrive  à  la  valeur  -  en  décroissant  toujours,  ii  c?l  jamais  inférieur  a  -• 


lis 
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(jui    tend    vers   zéro    avec   R~',   comme    le    montre    l'intégration 
directe. 

La  somme  des  intégrales  relatives  aux  segments  DE  et  AB  (les 
parties  réelles  se  détruisent)  a  pour  limite  3/I.  Il  vient  donc  (') 


.il 


J  =  -. 


263.  Problème  \  .  —  Etant  donnés  un  polynôme  V[x)  et  un 
radical  \/i — x-  dont  la  valeur  à  l'origine  est  +1,  évaluer 
l'intégrale 


I 


V(x) 


v/i 


dj- 


/(--)  = 


P(^) 


V'i 


Des  deux  déterminations  de  fi"-)^  celle  qui,  à  l'origine,  a  la 
valeur  P(o)  est  analjlirpie  et  uniforme  dans  l'aire  doublement 
connexe  qui  a  pour  frontière  une  circonférence  F  ajanl  l'origine 
pour  centre,  et  la  ligne  ABCDEFG  ( /?^.  7);  elle  est  régulière  en 


l'ig.  -. 


tout  point  de  ce  domaine  et  de  sa  frontière  :  donc,  l'intégrale  le  long 
du  contour  AB.  .  .G  a  même  valeur  que  l'intégrale  le  long  de  F. 

L'intégrale  le  long  de  AB.  .  .G  a  pour  limite  2I;  car  les  inté- 
grales le  long  des  circonférences  qui  entourent  les  points  1  et  —  i 
tendent  vers  zéro  avec  les  rayons  de  ces  circonférences,  et  les 
déterminations  du  radical  s'échangent  lorsqu'on  entoure  leurs 
centres.  L'intégrale,  le  long  de  la  circonférence  F,  est  indépendante 
de  son  rayon  B(R  >>  i);  faisons  grandir  R  indéfiniment,  et  appe- 


(')  Il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que  l'on  a  démontré  directement  l'exis- 
tence de  l'inlégralc  1;  les  égalités  du  texte  ])rouvcnl  d'abord  que  celte  intégrale 

tend  vers  une  limite,  et  ensuite  que  celle  limite  esl  -• 
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Ions  A  le  coefdcienl  de  z~^  dans  le  dévelopjieinenl  de  /{z)  en  sérir 
de  Laurent  (|  5  |  >  i),  il  vient 


Du  reste,  pour  obtenir  A,  il  n'j  a  qu'à  écrire 


I    \       -  l     -^    i  .i  ...■>.  Il 


I      I 

--  2/i 


n^i>o  (•>, 


et  à  chercher  le  coefficient  du  terme  en  3~'  dans  le  produit  dt* 
cette  série  par  le  poljnome  I'(-).  En  d'autres  termes,  A  est  an 
signe  près  le  résidu  du  point  infini  de  la  fonction  ^"(3). 


Soi.   PnOHLiiAiE  VI.  —  Evaluer  V intégrale 


dx 


v/.- 


On  suppose  que  r intégrale  a  un  sens,  et,  par  suite,  que  le 
point  a  n'est  pas  situé  sur  le  segment  ( —  i ,  +  i)  ;  ^''i  —  x-  repré- 
sente la  détermination  du  radical  qui,  à  l'origine,  a  la 
valeur  4-  i . 

Reprenons  l'aire  à  double  contour  qui  nous  a  servi  dans  le  pro- 
blème précédent  {Jig.  7),  et  choisissons  assez  grand  le  raj'on  d<; 
la  circonféi'(Mice  r,  [)our  rprelle  renlerme  le  |)oin t  a  à  son  intérieur. 

La  détermination  de  la  fonction  >  f|ui  a  à  l'origine, 

{a  —  s)  y' i  -    z- 

au-dessous  de  la  C()U[)ure  ( —  i,  -f-  1),  la  valeur  ->  est  analytique 
et  uniforme  dans  cette  aire,  et  elle  est  régulière  sur  son  contour: 
à  son  intérieur,  elle  admet  le  pôle  a.  Le  long  de  la  circonférence  1" 
et  des  circonférences  qui  entourent  les  points  —  i  et  +1,  l'inté- 
grale tend  vers  zcro,  puisque  l'on  a  (-) 


lim 


(rt  —  -^  )  v/' 


lim 


{a~z)s/\ 


\z-\\ 


(')    Pour   vrriticr  (juc   ce  dcvcloppcment   est   bien    celui    de    la    <lclerininalioii 
_  1 
de  (i  —  Z-)    ^  qui  a  à  l 'origine,  au-dessous  de  la  coupure  ( —  i,  +1),  la  valeur  -1-  1, 

on  peut  rechercher  direclemeiU,  comme  dans  la  noie  (i)  p.  i5o,  la  valeur  de  celte 

dclcriiiinalion  en  D,  el  comparer  les  résultais;  ou  bien,  plus  sim|)lemcnt,  remai- 

quer  que  si  P(^)  =  i,  I  doil  avoir  une  valeur  positive. 

(-J   Pour  la  circonl'érence  I',  le  calcul  direct  du  résidu   du   [joiiil  inlini  conduit 
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D'où  la  relation 

•2.1  —  lir.Ra  =  f  • 

_  j 
où  le  résidu  R^  a  pour  valeur  (i  —  a-)   ' .  celte  notation  désignant 

_± 
la  détermination  qu'a  au  point  a  la  fonction  (i  —  z*)   ^,  rendue 

uniforme  par  la  coupure  ( —  i,  +  i).  En  choisissant  ainsi  la  valeur 

du  radical,  on  pourra  écrire 


V'  I  —  a- 


/a- 


Remarque.  —  Quand  a  est  réel,  la  définition  de  l'intégrale  I 
montre  qu'elle  est  positive  ou  négative  suivant  que  a  est  supérieur 
à  I  ou  inférieur  à  —  i,  ce  qui  détermine  sans  autre  discussion  le 
signe  à  prendre  devant  \Ui- —  i   (  '  V 

Quand  «  est  imaginaire,  au  lieu  de  suivre  par  continuité  ^/i  —  :;- 
depuis  le  point  c  =  o,  pour  avoir  sa  valeur  en  «,  on  peut  raisonner 
comme  il  suit  : 

Posons    «  =  a  +  /^i,    et    appelons    A-|-iB    la    détermination 
de  y/a- —  I   qui  sert  de  solution  au  problème.  On  a 
7r(A  — f'B) 


I  = 

A  —  i  B  A'^  H-  hJ^ 

(a  —  x)  dx  •     /*  ~  '  'é  ^^^' 


y^""'  (oL  —  x)dx .     /"  ■ 


:-)v/' 


à  la  même  conclusion,  car  la  multiplication  membre  à  membre  (  I"  Partie, 
p.  i36,  note)  des  égalités 

I  i         a        a-  , ,     , 

(«-==r^=^-    ^7^    +•■■        (l^|>i), 

montre  que  le  produit  n"a  pas  de  terme  en  -:~'.  et,  par  suite,  que  ce  résidu 
est  nul. 

(')  Voici  comment  raisonner  pour  obtenir  directement  par  continuité,  après 
avoir  fait  la  coupure  ( — i,  -)-ij,  la  valeur  de  \J]  —  z-  en  un  point  réel  a,  situé  à 
droite  du  point  i. 

D'après  Ténoncé,  lorsqu'on  parcourt  le  contour  ABCDEFG  {/ig-  7),  le  radical 
a  respectivement  aux  points  B  et  F  des  valeurs  très  voisines  de  -i- i  et  — i:  ou 
même  les  valeurs  -i- i  et  — i  en  supposant  que  les  points  B  et  F  coïncident  avec 
l'origine.  Faisons  cette  hypothèse,  et  partons  de  B  avec  la  valeur  +  i.  Le  long 
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la  seconde  intégrale  a  le  signe  de   |j,  donc  en  évaluant  y/a^ — i 
on  choisira  la  détermination  pour  laquelle  B  a  le  signe  de  [i. 

263.    Problème  Vil.  —  Calculer  la  valeur  des  intégrales  de 
Fresnel 


0  df, 


Soit  O  l'origine  des  coordonnées.  La  fonction  enlière  <?~^'  est 
liolomorphe  dans  le  secteur  circulaire  limité  par  un  segment  OA 
(le  longueur  R  situé  sur  l'axe  réel,  un  arc  de  cercle  ABC  de  centre  O 
et  de  rayon  R  dont  l'angle  au  centre  est  de  45°,  le  rayon  CO  ;  donc, 
son  intégrale  le  long  de  la  frontière  de  ce  secteur  est  nulle. 

Le  long  de  OA,  on  a 


Faisons  croître  R   indéfiniment;   l'intégrale   le  long   de   OA  a 


|tour  limite  l'intégrale  de  Poisson 


1 


L'intégrale  le  long  de  l'arc  ABC  tend  vers  zéro.  En  effet,  sur 
cet  arc  le  module  d'un  élément  est  égal  à  Rg-R'^osaô^  g^  p^P  suite, 


«le  BC  (/ig.  8j,  on  posera  x  =  i  —  p  e'',  et  l'on  fera   varier  p  de  i    à  un  nombre 

Fig.  ». 

r^^  ^  Eq    a 

^  B- W'd 

1res    petit    e    (6— o).    Quand    on    arrive    en   C,  on   laisse   p   constant,  et  l'on  fait 
(  rollre  6  de  o  à  -,  afin  de  décrire  la  demi-circonférence  CD.  On  a  donc  en  I) 

X  =  i  —  p  e"'. 

I^our  continuer  à  décrire  l'axe  réel,  on   fait  varier  p  de  e  à  a  — i.  On  parvient 
ainsi  en  a  avec  la  valeur 

y/i  —  X  =  e  ^  \/^  —  i  \Ja  ~  \ 
d'où  finalement 

(  V /i  —  X'  )^^„  =  /  \/a-  —  I . 

C'est  aussi   la  valeur  que   l'on  aurait  obtenue  en   |)artanl  du   point    1"  avec  la 
valeur  —  i . 


LIVRE    II.    —    CHAPITRK    VIII. 


celui  de  l'inlégi-ale  que  nous  considérons  n  atteinl  pas 

R    f   e-K'cos2fj^/o     ou     -    /     e-R-^i"VO 

on   a    passé  de   la   première  forme  à  la    seconde   par  la    subsli- 

lulioii  (a'j,  -■ — ^)    •  On  obtient   une  limite   supérieure  de    cette 

intégrale   en    y   reiii|)laçant    siiiO    par    '—   (p.    i47i    noie),    ce   qui 
montre  qu'elle  est  nulle  avec  R~'. 
Enfin,  le  long  de  CO,  on  doit  poser 

.7  /?,  .  ... 

z  =  a  e  *  =  —  (i-i-/)o,  e-''  =  e-  '?'  —  co^o-  —  i  smo-; 

■2  11' 

l'intégrale  le  long  de  CO  a  donc  pour  valeur  limite 


- —     /       (cosp- — l's\\\0-)  ^\ -\- i)  clçi. 
*    ^R 


Les  valeurs  limites  des  intégrales  prises  le  long  de  OA  et  de  OC 
sont  les  mêmes;  par  suite,  en  égalant  leurs  |)arties  réelles  et  leurs 
parties  imaginaires  et  en  remplaçant  p  par  ^r,  il  vient 

/""    .  C^  I      /tz 

I       SMi  X'  dx  =    /       cosr-  dx  =  -  1  /  —  • 

>5  VI.  —  Application  a  l'intégration  des  éqi  ations  différextiei.les. 

266.  Les  é(|uali(>ns  dllFérentielIes  linéaires  homogènes  à  coef- 
ficients constants 

dny  d"-iy 


(>) 


fiy) 


dx"^ 


dx"-i 


a„  y  =  o 


ont  été  résolues  pour  la  première  fois  parEuleret  par  d'Alembert. 
Caucliv  en  a  obtenu  lintégralc  générale  en  introduisant,  lui  aussi, 
l'équation  dite  caracléristique 

/(  /•)  =  /■"  -f-  a,  /•"-!  -f- .  .  .  _t-  rt,j  =  o  ; 
voici  comment  il  a  rattaché  sa  méthode  à  la  théorie  des  résidus  (' ). 


(')  Cauciiy,  Œuvres,  i"  série,  l.  VI.  p.  >,52;  t.  Vil,  p.  4"  et  255;  Exercices 
d'Ana/yse  et  de  Physique,  t.  I.  p.  53  (cflil.  de  l'^'io).  —  Hermite.  B.  D.,  1879, 
p.  3ii. 
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iVppelons /^(:;)  un  polynôme  ailjilr;iire  de  degré  n  —  i,  el  C  un 
contour  fermé  quelconque,  ne  passant  par  aucune  des  racines  du 
polynôme  /{'')•  L'intégrale 

déj)end  de  la  varia.ble  x  et  du  contour  C.  Celle  inléardle  est  une 
snlnlion  de  l'éqitalion  (i)  quel  que  soit  le  contour  C;  pour  un 
choix  convenable  de  ce  contour,  elle  représente  l' intégrale 
générale. 

En  eflTel,  pour  vérifier  la  première  partie,  formons  les  dérivées 
par  rapport  à  .r  de  rititégrale  (2)  (I"""  Partie,  p.  268);  en  portant 
leurs  valeurs  dans  le  premier  mendjre  de  l'équation  (1),  ce  pre- 
mier membre  de\ient 


/ 


^(  Z-" -h  aiZ'^-^-i-.  .  .-h  a„)  dz      ou        1  e~^p{z)dz. 


C         /'"*  -c 

Celte  expression  est  nulle,  quel  cpie  soit  a:,  |uiisqiie  la  fonc- 
lion  e^^p{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  C;  donc  l'inté- 
grale (2)  satisfait  bien  à  l'équation  diOV'rentielle  considérée. 

Il  est  facile  de  retrouver  la  forme  babitiieile  des  solutions  par- 
ticulières. Soit  r/t  une  racine  de  l'équation  caractéristique,  et  dès 
lors  un  pôle  de  F(c).  Prenons  pour  contour  C  une  ligne  fermée 
extérieure  à  toutes  les  racines  de  /(/•)  sauf  à  la  lacine  /'a  ;  1  inlt'- 
grale  (2)  devient  égale  au  produit  de  2-/  par  le  résidu  Pi^-  relatif 
à  r/f.  CalcidonsR^  en  supposant  d'alord  /-^  racine  simple.  La  règle 
classique  donne 

R^.=  e'-k^  ^         '  =  ae'-k^, 
J  <Va) 

a  désignant  une  constante;   telle  est  la  valeur  de  l'intégrale  (2), 
au  facteur  9. ni  piès. 

Sup|)osons  /'/f  racine  d'ordre  q.  Alors,  pour  avoir  U^,  je 
pose  s  = /'/tH- A  et  je  chen  lie  le  coclïicii'ul  de  A^'  dans  le  (b'-ve- 
loppement  de  F(/-/f-{-  h).  Il  vient 

Il  T       /i -:/■'-  />{  /■/,)  -+-  k  p'{  /•/.  )  -h  . . . 


\  I  1.2  / 


/'/(a-)^+. 
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Ce  dernier  quotient  est  de  la  forme 


a  a 


et  par  suite  le  résidu  cherché,  ou  encore  l'intégrale  (2)  a  une 
expression  de  la  forme 

e'-k^(6.r7-i-t-6,a7'/-2_f-.  .  .4.  h^-x), 

les  coefficients  6,  b^^  ...,  bq_^  représentant  des  constantes.  On 
retrouve  bien  dans  les  deux  cas  les  solutions  classiques. 

Pour  que  l'intégrale  (2)  représente  Vintégrale  générale,  il 
suffit  de  prendre  comme  contour  une  ligne  C  qui  renferme,  à  son 
intérieur,  toutes  les  racines  /-/^  de  l'équation  caractéristique. 

En  effet,  d'après  le  calcul  que  nous  venons  de  faire,  l'inté- 
grale (2)  a  alors  comme  valeur 

(2')  y  =  ^e'-k^  <^iAx), 

k 

'fki^)  désignant  un  polynôme  dont  le  degré  est  inférieur  d'une 
unité  à  l'ordre  de  la  racine  /•/,  ;  c'est  la  forme  connue  de  l'intégrale 
générale. 

267.  Remarque  I.  —  On  peut  vérifier  que  pour  une  valeur 
arbitraire  de  x^  par  exemple  pour  :r  =  o,  l'intégrale  (2)  prend 
ainsi  que  chacune  de  ses  n  —  i  premières  dérivées  des  valeurs 
données  à  l'avance,  et  par  suite  prouver  directement  que  c'est 
l'intégrale  générale. 

En  effet,  sur  chaque  circonférence  C  de  rayon  assez  grand  pour 
qu'elle  renferme  à  son  intérieur  toutes  les  racines  du  poly- 
nôme /(/■),  on  a 

P^^)  ^  £1  ^      ^  £^_^. 
/(-)        =       ■■■      -"      ■■■' 

les  n  premiers  coefficients  c,,  ...,  Cn  étant  arbitraires,  comme 
ceux  du  poljnome />(;?)  dont  ils  dépendent  (').  Or  la  solution  (2) 


(')  Insistons  sur  ce  point.  Les  coefficients  du  quotient  des  deux  polynômes 
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el  ses  n  —  i  premières  dérivées  se  réduisent,  pour  j?  r=  o,  aux 
intégrales 

Jç^  fiz)  ./,.    f{z)  J^.       fiz) 

sur  les  circonférences  C  du  type  ci-dessus,  elles  ont  respective- 
ment pour  valeurs,  d'après  le  théorème  des  résidus, 

af-C].     y.ÏT.C},      ....      îi-c,i, 
elles  sont  donc  égales  à  n  nombres  arbitraires. 

Remarque  H.  —  Les  n  constantes  d'intégration  proviennent 
des  coefficients  du  poljnome  arbiti'aire  p{z).  Leur  nombre  ne 
dépend  pourtant  pas  du  degré  de  ce  polynôme,  en  ce  sens  que 
l'on  complique  inutilement  les  calculs  en  le  prenant  de  degré 
supérieur  k  n  —  i , 

En  effet,  si  le  degré  de  piz)  dépassait  n  —  i,  on  jiourrait  écrire 

f/{z)  el  pi(z)  désignant  deux  nouveaux  polynômes  tels  que  le 
second  soit  de  degré  n  —  i  au  plus.  L'intégrale  (2)  se  décom- 
poserait en  deux  autres;  celle  qui  renferme  fj{z)  serait  nulle. 

268.  A  la  suite  de  Gauchj  ('),  M.  Darboux  (-)  a  étudié  par  la 
méthode  précédente  le  cas  où  l'équation  différentielle  linéaire 
à  coefficienls  conslanls  a  un  second  membre;  nous  supposerons 

sont  des  nombres  c,,   ....  c\^.   ...  fournis  par  les  éc;alilés 

0,=  »,.  C.,=  Oi^ —  ('l'^i!  C.1=*3 — ^1^2 — (^2 — ^'î)'i-  •••• 

La  forme  de  ces  relations  montre  qu'en  disposant  convenablement  des  coeffi- 
cients a,,  ....  a,,,  on  peut  de  proche  on  proche  délerminer  arbit/airement  les 
constantes  c,,  ....  r^_. 

(')  Cauchy  a  appliqué  sa  méthode  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
différentielles  ou  aux  dérivées  partielles  à  coefficients  constants,  sans  second 
membre  ou  avec  second  membre  (Exercices  d'Analyse  et  de  Physique,  t.  I, 
p.  56,  63,  76,  édit.  de  i84o),  et  même  à  l'intégration  de  cjuelques  équations  dif- 
férentielles linéaires  à  coefficients  variables  [Œuvres,  >'  série,  t.  VI,  p.  'i\~). 
Voir  aussi  Jordan,  Analyse,  i"  édition,  t.  III,  p.  164. 

C")  B.  D.,  1879.  p.  3a.'). 
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que  ce  second  membre  est  le  produit  d'une  exponentielle  e^-^  pat- 
un  poljnome  (^j{x). 

Considérons  donc  réqualion 


d"  V 
dx'^ 


dx"^ 


a,,}'  =  e">'-(  ay-4-  a,.r  H-.  .  .-+-  :i,,TP), 


et  cheichons  à  déterminer  une  fonction  i'{:-)  et  un  contour  G  lel^; 
qu'une  intégrale  du  type 

(3)  "  fe^^^d. 

Je         J^-) 
vérifie  cette  équation. 

D'après  les  calculs  (aits  |)lus  haut,  l'intégrale  (3)  en   est  une 

solution,  si  l'on  a  identiquement 


(4) 


I  e"'i-{z)dz  =  e'^^q{x)\ 


par  suite  ('(:;)  ne  doit  plus  être  un  polynôme.  Essayons  une  frac- 
tion rationnelle  de  la  forme 


viz) 


fJO 


h 


(  Z  —  Oi  )- 


(  G  —  W)r^^ 


et  prenons  pour  contour  G  une  circonférence  ayant  le  point  u)  à 
son  intérieur  et  extérieure  à  toutes  les  racines  de  /{'')  (sauf 
à  la  racine  co,  si  to  était  racine  de  l'équation  caractéristique). 
Dans  ces  conditions  le  premier  membre  de  la  relation  (4)  a  pour 
valeur  2TziK^,  l\(^  désignant  le  résidu  de  la  fonction  e-^' i'{z) 
relatif  au  pôle  o).  Pour  évaluer  ce  résidu,  posons  ^  =  oj  -f-  A,  et 
dans  le  produit 

li- 


çtax  i  i_^  fjx 


hi'^^ 


cherchons  le  coefficient  du  terme  en  A"';  puis  égalons-le  au 
second  membre  de  (4)?  aprcVs  l'avoir  multiplié  par  2-/.  Dès 
lors,  pour  ([ue  (3)  soit  solution,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
identiquement 


ce  qui  donne  pour  valeurs  des  coefficients  |j, 


a,,xi>), 


%  = 


3i 


3„  = 


■2.-1 
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et  par  siiile  détermine  la  fraclion  t'(-).  Pour  donner  à  la  solulion 
correspondante  (3)  la  forme  classique,  il  n'y  a  qu'à  la  transfor- 
mer par  le  théorème  des  résidus  :  on  la  ramène  ainsi  au  produit 
de  e^^^  par  un  polynôme  en  x  de  degré  p  -r-  f^/.  ^j  désignant  le 
nombre  des  racines  de  i'équalion  caractéristique  qui  sont  égales 
à  0). 

269.  Ces  procédés  peuvent  être  regardés  comme  des  généra- 
lisations d'une  méthode  indiquée  par  Laplace  ('  )  pour  ramener 
aux  quadratures  la  résolution  des  équations  linéaiies  du  type 

a„.  />y,  ....  a,i;  l>ii  désignant  des  constantes. 

Représentons  par  v{z)  une  fonction  de  variable  complexe,  et 
par  C  un  chemin  d'intégration  fermé  ou  ouvert.  Peut-on  déter- 
miner cette  fonction  et  ce  chemin  de  façon  que  1  intégrale 

(6)  y  =   f  v{z)e~^dz 

soit  solution  de  l'équaliou  (linérciitielle  (,"))? 

Pour  en  décider,  substituons  dans  cette  équation  l'intégrale  (6) 
et  ses  dérivées;  mais,  avant  d'y  porter  les  valeurs  de  xy,  xy' ,  . . . , 
Iranâlormons-ies  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  et  écrivons 


dpy         r         ,  ,        r         ,  ,  rd(zi'v) 


Le  résultat  de  la  substitution  sera,  en  désignant  par  />(:■)  et  (/(:•) 
deux  polynômes  qui  seront  en  général  de  degré  //. 

(7)    [(auz"^aiz"-i^...^  a„)i'(z)e-^]^.-i-  j    \p(z)-^-\-q{z-)v\e=-^dz. 


(')  I^yplace  traite  même  un  problème  plus  gênerai  en  snppu-ant  de  degrés 
quclcomiues  les  polynômes  multiplicateurs  {Œuvres,  t.  \'II}.  —  t)ans  son  Mé- 
moire 5m/-  les  équations  linéaires  aux  différentielles  ordinaires  et  aux  dijje- 
rences  finies  {American  Journal,  i885),  M.  Poincaré  a  résolu  plusieurs  difli- 
cullés  relatives  au  chemin  d'integiation  {voir  spécialement  la  page  ji8). 

Cf.  aussi  :  Picard,  Analyse,  t.  III,  p.  872  et  383.  —  Jordan,  Analyse,  .!'  édii.. 
l.  m,  p.  a'io  et  252). 
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Pour  que  celle  expression  soit  nulle,  il  suffît  de  déterminer  la 
fonction  v(z)  de  manière  à  faire  disparaître  l'intégrale,  et  de  choi- 
sir le  chemin  G  de  façon  que  cette  fonction  v  soit  nulle  aux  deux 
extrémités  de  C,  si  G  est  ouvert,  ou  bien  qu'elle  ait  même  valeur 
au  départ  et  à  l'arrivée  si  G  est  fermé. 

Pour  que  l'intégrale  s'évanouisse  quel  que  soit  5?,  on  est  conduit 
à  annuler  dans  son  élément  dillerentiel  le  facteur  indépendant 
de  X,  c'est-à-dire  à  déterminer  v  par  la  quadrature 

i   di'         q(z) 

— -, — ^  -"h —  =  f  '  > 
V  dz        p{z) 

ce  qui  donne,  lorsqu'on  n'a  pas  fait  d'hypothèse  particulière  sur 
les  coefficienls  de  l'équation  (5), 

C,,  ...,<?«  désignent  les  racines  du  polynôme  p{~-),  et  a),  . . . ,  a„ 

sont  les  résidus  de   la  fraction  rationnelle -7— r  relatifs  à  ces 

racines. 

Quant  au  chemin  d'intégration,  il  suffit  de  prendre  une  ligne 
ouverte  joignant  deux  racines  C/,  Ck  telles  que  les  résidus  corres- 
pondants a/,  a/f  soient  positifs  (s'il  existe  de  telles  racines),  et  ne 
passant  par  aucune  racine  Ci  à  exposant  a/  négatif;  car  la  fonc- 
tion v{z)  s'annule  aux  extrémités  d'un  pareil  chemin. 

En  faisant  varier  la  ligne  d'intégration,  on  pourra  obtenir  par 
ce  procédé  ou  par  d'autres  plusieurs  intégrales  particulières;  nous 
laisserons  de  côté  la  discussion  des  cas  où  elles  forment  un  sys- 
tème fondamental  de  solutions,  et  par  suite,  où  il  est  possible 
d'en  déduire  l'intégrale  générale. 

270.  Appliquons  cette  méthode  à  la  recherche  de  solutions 
particulières  de  V équation  de  Bessel  ('), 

(5)  .z-^-f.2m^+.,y  =  o. 


(')  \Jéquation  de  Bessel  dont  nous  avons  parlé  (I"  Partie,  p.  198)  prend  la 
forme  que  nous  lui  donnons  ici,  quand  on  pose  J  =  a:i'/;  par  cette  transfor- 
mation elle  devient 

dy  _^  ■-  -  -^-P  df 
dx-  X        dx 


(-^^j/=". 
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Elle  adineltra  une  iolégrale  de  la  forme  (6),  si  l'on  délermine  une 
fonclion  i^{z)  et  un  chemin  G  lels  que  l'expression 

(7')  [(n-5î)ce=^]c-y  e=-^  [(i  +  ■;2)  _^  _  .,(„i  _  ,)-,,!  ,1- 

soil  identiquement  nulle.   Pour   obtenir  p(c)   on  doit,  d'après  la 
méthode  indiquée,  effectuer  la  quadrature 

i   dv         i{ni  —  I  )  ;: 
V  dz  I  ^  -- 

qui  donne,   pour  une  valeur  convenable   de  la  constante  d'inté- 
gration, 

p  =  (1  -f-^2j'"-l. 

Supposons  m  réel.  Si  m  est  positif,  on  peut  prendre  comme 
chemin  d'intégration  une  ligne  ouverte  joignant  les  racines  —  i 
et  -\- i  du  binôme  1  +  5-;  ce  qui  donne  comme  solution  particu- 
lière l'intégrale  définie 


/; 


(i-f-  z^y-^e-'^dz. 

La  substitution  (  ;,  iz)  la  met  sous  la  forme 

(i  —  :;'  )'"-'  coizx  dz. 


L 


car  l'intégrale  renfermant  %\nzx  disparaît  comme  ajant  ses  élé- 
ments égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires  :  celte  solution 
est  holomorphe,  et  son  développement  en  série  entière  est  facile 
à  obtenir. 

Si  m  est  négatif,  l'intégrale  précédente  n'a  plus  de  sens,  mais 
l'intégrale 

(6')  f(\-\-z'-y"-'e---^dz, 

prise  le  long  de  contours  fermés  convenables,  fournit  diverses 
solutions  particulières. 

et  par  suite  rentre  dans  le  type  indiqué  dans  le  texte  si  Ton  pose  p  =  -±.n.  On 
voit  que  Ton  passe  des  intégrales  J  aux  intégrales  /  en  multipliant  les  inté- 
grales J  par  x-r;  de  fait  les  solutions  particulières  que  nous  allons  obtenir  se 
ramènent  aux  fonctions  de  Bessel  J„  définies  précédemment  (pour  le  détail  des 
calculs,  cf.  Jordan,  Analyse,  1'  édil.,  t.  III,  p.  261)' 
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Par  exemple,  prenons  comme  ligne  C  l'ensemble  des  deux 
lacets  obtenus  en  j)artanl  de  l'origine  avec  la  déterminalion 
de  (i  +  z--)"'~*  qui  s'y  réduit  à  +  i,  et  en  entourant  dans  le  sens 
positif  le  point  i  et  dans  le  sens  négatif"  le  point  — /.  La  partie 
intégrée  qui  figure  dans  l'expression  Ç'j')  est  alors  nulle,  car  la 
fonction  (i  +  2-)'"e"'*'  reprend  la  valeur  i,  après  que  z  a  achevé 
de  parcourir  les  deux  lacets  (cette  (onction  se  trouve  multipliée 
successivement  par  deux  facteurs  exponentiels  inverses  l'un  de 
l'autre);  l'intégrale  (6')  est,  donc  une  solution  particulière. 

C'est  encore  une  solution  particulière  lorsque  le  contour  C  est 
une  ligne  simple  partant  du  point  à  l'iidlni  dans  la  direction  —  J7~' 
et  y  revenant,  après  avoir  entouré  dans  le  sens  direct  le  segment 
de  l'axe  imaginaiie  compris  entre  les  points  i  et  —  /,  puisque  la 

fonction  (i  -\-  z-)"'e~-^  s'annule  au  point  ;  = ,  oo  représentant 

une  quantité  réelle  infinie  et  positive. 

Remarquons  enfin  que  si  m  est  un  entier  négatif,  la  partie 
intégrée  dans  l'expression  (-j')  est  uniforme,  et  dès  lors  a  une 
variation  nulle  te  long  de  tout  contour  fermé.  En  ce  cas,  on 
prendra  comme  ligne  G  un  contour  fermé  quclcon(|ne  renfermant 
à  son  intérieur  l'un  des  points  ±  /;  le  long  de  cette  courbe,  l'in- 
tégrale (6')  n'est  pas  nulle,  puisque  la  fonction  ('(:;)  a  un  pôle 
à  son  intérieur.  De  là,  deux  solutions  particulières,  que  l'on 
pourra  transformer  par  le  théorème  des  résidus  ('). 

§  VII.  —  Fonctions  analvtiqves  de  plisieirs  \ariables. 

271.  Soit  f{Xi,  ....  Xp)  une  fonction  de  /)  variables,  définie 
dans  un  domaine  continu  cO  à  2/?  dimensions,  formé  par  l'ensemble 
de  p  domaines  continus  dD|,  .  .  .  ,  lOy,  chacun  à  deux  dimen- 
sions (■-).  Au  sens  de  Cauchy,  cette  fonction  est  analytique  dans  (0 


(')  A  ces  applications  de  la  lliéoi'ie  des  résidus  ou  devrait  joindre  celles  qui 
(•(jncerneul  l'intégration  des  équations  aux  ilillcrences  parliclles;  il  faudrait 
montrer  tout  le  parti  que  Cauchy  en  a  tiré  pour  obtenir  les  iléveloppemenls  en 
série  relatifs  aux  fonctions  elliptiques  {C.  II.,  i8'|3,  iS.I')),  à  la  fonction  pertur- 
batrice, etc. 

C)  Pour  les  fonctions  d'une  variable  comme  pour  celles  de  plusieurs  variables. 
"Il  donne  aux  procédés  de  Cauchy  une  plus  grande  précision  en  définissant  d'abord 
la  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point  {^av  les  conditions  de  continuité,  d'uni 
foriniié,  de  monogénéité  dont  nous  allons  parler),  puis  en  prolongeant  la  fonc- 
tion dans  tout  son  domaine  d'existence. 
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lorsqu'elle  est  en  général  holomorphe  dans  Ut),  en  d'aulres  termes 
lorsqu'elle  est  analytique,  quel  que  soit  «,  dans  le  domaine  (D, 
par  rapport  à  la  variable  ^/,  les  autres  variables  j",,  ...,  xi  ,. 
57/^1,  ...,  Xp  restant  fixes  dans  les  domaines  CD,,  ...,  (0/_,. 
(ô/^i,    .  .  ,  ,  (0^,   et,  de  plus,  lorsqu'elle  est  bornée  ('). 

Une  fonction  analytique  est  développable  en  série  de  puissances, 
dans  le  voisinage  de  tout  point  où  elle  est  iiolomorphe  (i"^*  Partie 
p.  296);  réciproquement,  une  série  multiple  enlière  convergente  à 
l'origine  est  liolomorpbe  dans  son  domaine  de  convergence. 

Les  points  singuliers  de  la  fonction  sont  ceux  où  elle  cesse 
d'être  liolomorphe  ou  régulière  :  leur  ensemble  forme  la  fron- 
tière (lu  domaine  d'existence  de  cette  fonction. 

Ces  résultats  découlent  de  principes  ou  de  calculs  déjà  exposés. 
On  pourrait  aussi  les  déduire  du  théorème  fondamental  de  Gauchv 
étendu  aux  fonctions  de  |)lusieurs  variables  et  de  la  formule  qui  en 
est  la  conséquence. 

Cette  seconde  méthode  exige  que  l'on  ait  défini  le  symbole 

I  =     /    dx,,  ...     i    d.Vi     i    /■(  .r^ x ,,  )  dxi , 

C,,  ...,  Cp  représentant  des  lignes  rectifiables,  l'ermées  ou 
ouvertes,  intérieures  respectivement  aux  domaines  cO,,  .  .  .,  (0„, 
et/(^,,  .  .  .,  .Tp)  une  fonction  continue  dans  leur  ensemble  a^. 

Pour  y  parvenir,  donnons  aux  points  x-j.,  ...,  Xp  des  posi- 
tions fixes  arbitraires  respectivement  sur  les  courbes  C2,  .  .  .,  Cp-, 
puis  évaluons  par  la  méthode  habituelle  l'intégrale  de  la  fonc- 
tion/(.r,,  .  .  .,  Xp)  le  long  de  la  courbe  C,  :  cette  intégrale  simple 
est  une  fonction  de  x.,,  .  .  . ,  Xp  (et  du  contour  C,  )  que  nous  dési- 
gnerons pary",  (^2}  •  •  •  ?  ^p)- 

Donnons  ensuite  aux  points  .r,, Vp  des  positions  fixes  sur 

les  courbes  C3,  .  .  . ,  C^,  et  désignons  |)ar  /o(.r;,,  .  .  .,  Xp)  l'inté- 
grale de  la  fonction/,  (^2,  •  •  •?  ^/,)  prise  le  long  de  la  courbe  Co. 
\\n  répétant  encore  p  —  2  fois  une  opération  analogue,  on  obtient. 


(')  La  fonction  serait-elle  analyticjue,  alois  rnrmc  (|uc,  dans  ia  délinitioti 
ci-dessus,  on  n'exigerait  pas  qu'elle  fût  bornée?  M.  Osgood  discute  celte  ques- 
lion,  sans  la  trancher,  dans  les  tieiix  \oles  cilt-cs  |>iccédeunncnt  (  I"  Parlif. 
p.  33o). 

F.    -  II. 
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après/?  intégrations,  une  expression  bien  déterminée  qui  sert  de 
définition  à  l'intégrale  I. 

La  valeur  de  cette  intégrale  dépend  en  général  des  chemins 
d'intégration  C| ,  ...,  Cp  ('  ).  Supposons  la  fonction /(.z^, ,  ...,  Xp) 
liolomorphe  dans  (O,  et  prenons  comme  lignes  C|,  ,..,  C^  des 
contours  Jermés  arbitraires  intérieurs  à  (O  [contours  rectifiables 
et  simples  [V"^  Partie,  270)].  Pour  étendre  aux  fonctions  de  ))lu- 
sieurs  variables  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  et  obtenir  la 
formule 

/   dXf, .  .  .        dx.2    /  /(a^i,  . . . ,  Xp)dxi  =  0, 

valable  quand  CD  est  simplement  connexe,  il  suffît  d'appliquer  le 
théorème  analogue  relatif  aux  fonctions  d'une  variable. 

La  généralisation  de  l'intégrale  dite  de  Cauchy  en  est  aussi  une 
conséquence  (-).  En  effet,  soit  (^1,  .  ...fXp)  un  point  arbitraire 
intérieur  aux  contours  Ci,  ...,  Cp  :  la  formule  classique  (I'*^  Partie, 
p.  281)  appliquée  successivement  à  p  fonctions  d'une  variable 
donne 

f{xi,  ...,xp)         =:;:r:      : dz,„ 

I  /•  /(-ri -r;,-.,    C;,-l.    J;,    )       , 

/(^l,     .   ..,Xp-U    -/;)   =     — -         / ,   _    ,.  . ''-/-    1- 

I.  t\  t  ^  !  ç,  ^  t) — I  ./    M  —  I 


/(:r.,. -„...,.,)  =—.  r^'^' "''dz,. 

•'  '       /    /  IT^l  J ^  Zi  —  3"i 

et  par  suite 

^^''^-•-''^'^-x^pi^0^p--\i^-f'''-----''''-^^ 

c'est  la  formule  cherchée. 


(')  Elle  ne  dépend  pas  de  Vordre  des  intégrations,  comme  on  s'en  assure  en 
séparant  dans  l'intégrale  I  la  partie  réelle  de  la  partie  imaginaire. 

(^)  Cette  généralisation  était  connue  de  Cauchy,  car  il  obtient  les  développe- 
ments des  fonctions  liolomorphes  de  plusieurs  variables  en  séries  de  puissances, 
soit  par  le  procédé  indiqué  précédemment  (I"  Partie,  p.  296),  soit  directement 
par  la  considération  d'intégrales  {Exercices  d'Analyse  et  de  Physique,  t.  II, 
p.  55,  édit.  de  iS4i).  —  Cf.  aussi  :  L.^uuext,  Ancdyse.  l.  IV.  p.  5.  —  Jordan, 
Analyse,  2=  édit.,  t.  I.  p.  197. 
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On  en  déduit  (!'"''  Partie,  p.  282) 


i63 


f^i 


l^-p 


(1T.I)I 


1     f  ^^^P  Cf    -  -  <^-5l 

/     I  z    T    yj-u+i  '  *  '    /  /^  "■'•••  ■'  "Z''  /  ,         ^    ,a  -1-1 


ce  qui  montre  que  les  dérivées  de  tous  les  ordres  de  la  fonclion 
analytiquey  sont  elles  aussi  analytiques  dans  (0. 

Imaginons  que  les  contours  C,,  ...,  C^  soient  des  circonférences 
ayant  pour  centres  un  point  («,,  .  .  .,  cip)  de  (D  et  pour  rayons 
des  nombres  p,,  .  .  . ,  p^  :  désignons  par  l\  une  limite  supérieure 
du  module  de  /'  sur  ces  circonférences.  De  la  dernirre  formule 
on  déduit 


dx'{'...dxlP\^ 


<Fl- 


.u'.Np: 


on  retrouve  ainsi  une  inégalité  déjà  démontrée  jiar  les  méthodes  de 
Cauchy  (I""*  Partie,  p.  298)  et  par  celles  de  Weierstrass  (V"  Partie, 
p.  219). 

Nous  nous  bornerons  pour  l'instant  à  ces  remarques  :  plus  loin, 
nous  reprendrons  par  les  procédés  de  Weierstrass  l'étude  des 
fonctions  analytiques  de  plusieurs  variables  ('). 


(')  M.  Puincaré  a  étendu  aux  variables  imaginaires  la  notion  d'intégrale 
double,  ce  qui  l'a  conduit  à  une  généralisation  du  théorème  fondamental  de 
Cauchy;  il  a  défini  les  résidus  d'intégrale  double,  etc.  Cf.  Poixcahé.  A.  M., 
t.  l.\.  —  Picard,  J.  M.,  1889;  Analyse,  t.  II,  p.  253.  —  Picaiîd  et  Simaut, 
Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  AU  POINT  DE  VUE  DE  WEIERSTRASS. 


272.  Le  inathémalicien  dont  les  écrits  exercèrent  sur  le  dé\e- 
loppement  inlellecLiiel  de  Welerstrass  une  influence  prépondé- 
rante est  Abel.  «  Je  ne  puis  me  représenter  autrement  ^'^eier- 
strass,  disait  un  de  ses  premiers  élèves  à  l'Université  de  Berlin, 
que  les  œuvres  d'Abel  en  mains  et  montrant  toujours  Abel... 
Lisez  Abel,  tel  était  son  premier  comme  son  dernier  conseil  )>  (  '  ). 

De  fait,  c'est  à  Abel  que  Welerstrass  a  pris  la  rigueur  de  ses 
méthodes,  quebpies-unes  de  ses  vues  sur  les  séries  entières  (-),  et 
surtout  l'ambition  de  créer  une  théorie  complète  des  fonctions 
abéliennes.  Voici  comment  il  s'exprimait  sur  ce  sujet  dans  son 
discours  de  réception  à  l'Académie  de  Berlin  (9  juillet  iSo^)  (^)  : 

«  Une  branche  encore  relativement  jeune  de  l'Analyse  mathé- 
matique, la  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  avait  exercé  sur 
moi,  de|)uis  l'époque  où  je  l'étudiais  pour  la  première  fois  sous 
mon  maître  (judermann,  un  puissant  attrait,  d(^nt  l'influence  est 
restée  prédominante  sur  le  développement  de  ma  formation  mathé- 
matique. Cette  théorie,  créée  jjar  Euler,  développée  avec  ardeur 
et  succès  par  Legen'dre,  mais  dans  une  direction  unique,  venait 
depuis  dix  ans  d'être  bouleversée  par  l'introduction  des  fonctions 
doublement  périodiques  découvertes  par  Abel  et  Jacobi.  .  .  Abel, 


P)  Cf.  Mittag-Leffler,  A.  M.,  t.  \\I,  p.  81. 

(^)  Le  Mémoire  d'Abel  sur  la  série  du  binôme  {Œw.res,  l.  1,  p.  219;  iSafi) 
renferme,  on  l'a  reconnu  plus  lard,  les  fondeineiils  naturels  de  la  Théorie  des 
séries  enlières.  Néanmoins,  dans  l'ordre  historique,  il  faut  remonter  jusqu'à 
Lagrange  qui  avait  eu  la  première  intuilion  du  rôle  qu'elles  devaient  jouer 
{cf.  1"  Partie,  p.  47  et  ci-dessous  n°  273). 

O  Wi:iKii.STR.*ss,  Œuvres,  t.  I,  p.  228. 


Tiiiionrr:  dks  fonctions  ai    point  de  nce  dk  wkier.<th\ss.  ifi5 

liabilué  à  se  placer  Loujoiirs  au  point  de  vue  le  plus  élev(',  avait 
trouvé  un  théorème  qui  s'étend  à  toutes  les  transcendantes  prove- 
nant de  l'intégration  des  difFérenlieiles  algéJMicpies,  et  jouait  vis- 
à-vis  d'elles  le  rôle  du  théorème  d'Euler  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques. Enlevé  à  la  fleur  de  l'âge,  il  n'avait  pu  lui-même  poursuivre 
sa  grande  découverte;  mais  Jacobi  avait  réussi  à  v  rattacher  une 
proposition  non  moins  importante,  en  démontrant  l'existence  de 
tondions  périodiques  de  [)lusieurs  arguments,  dont  les  propriétés 
fondamentales  reposent  sur  le  théorème  d'Ahel  :  par  là,  il  avait 
fait  connaître  le  vrai  sens  et  la  nature  propre  de  ce  théorème. 

»  La  représentation  effective  et  l'étude  détaillée  des  propriétés 
de  ces  grandeurs  d'espèce  toute  nouvelle,  dont  l'Analyse  n'avait 
encore  aucun  exemple,  devenait  un  problème  de  première  impor- 
tance en  -Mathématiques  :  je  résolus  de  diriger  mes  recherches 
de  ce  côté.    » 

Avant  de  l'aborder,  il  fallait  que  Weierstrass  aiiprolondît  la 
Théorie  générale  des  fonctions  :  voici  le  point  de  vue  sous  lequel 
il  l'envisagea. 

'273.  Autrefois  Lagrange,  voulant  «  ramener  le  Calcul  diffé- 
rentiel à  une  origine  purement  algébrique  »  et  «'-vilcr  «  le  circuit 
métaphysique  des  infiniment  petits  et  des  limites  »  ('),  estimait 
«  plus  naturel  et  plus  simple  »  de  faire  repos(M'  la  Théorie  des 
fonctions  sur  celle  des  développements  en  séries  de  puissances  (-). 


(')  Lagrange,  Œuvrea,  t.  \,  p.  9. 

(-)  Après  avoir  montré  les  inconvénients  qu'il  peut  y  avoii-  ii  fonder  le  Calcul 
ciifTérentiel  avec  Lcibnilz,  les  BernouUi,  1/Hôpital,  etc.  «  sur  la  considération 
des  quantités  infiniment  petites  de  différents  ordres,  et  sur  la  supposition  qu'on 
peut  traiter  comme  égales  les  quanlités  qui  ne  diffèrent  que  par  des  quantités 
infiniment  petites  à  leur  éf^ard  »  sans  démontrer  les  principes  sur  lesquels  celte 
niétliode  repose,  après  avoir  rappelé  les  efforts  tentés  par  Euler,  d'Mcmberl,  etc. 
pour  «  suppléer  à  ce  défaut  »  (leur  idée,  dit-il,  juste  en  elle-même,  n'est  pas 
assez  claire  pour  servir  de  princi|)c  à  une  science  dont  la  certitude  doit  reposci- 
sur  l'évidence  et  surtout  pour  être  présentée  aux  commençants),  après  avoir  dil 
un  mot  de  la  méthode  des  fluxions  (  Newton),  F^agrange  ajoute  :  «...  Kn  177  >,  ... 
j'avançai  que  la  théorie  du  développement  des  fonctions  en  série  conlenait  lis 
vrais  principes  du  Calcul  différentiel,  dégagés  de  toute  considération  d'infiniment 
petits  et  de  limites;  et  je  démontrai  par  cetle  théorie  le  théorème  deTaylor.qui 
est  le  fondement  de  la  méthode  des  séries.  »  {/f^inres,  t.  I\,  p.  if>  et  19.) 
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Mais,  à  la  fin  du  xyin*^  siècle,  les  notions  de  limite  et  de  conver- 
gence étaient  encore  peu  précises;  on  ignorait  les  propriétés  des 
séries  entières,  on  ne  parlait  pas  de  convergence  uniforme  :  aussi 
cette  idée  ne  pouvait-elle  recevoir  dès  cette  époque  son  plein 
développement. 

Les  travaux  d'Abel,  de  Cauchy,  de  Dirichlet  avaient  préparé  le 
terrain  (  '  ),  quand  Weierstrass,  toujours  préoccupé  de  mettre  dans 
une  doctrine  de  l'unité,  de  la  simplicité  et  de  la  rigueur  (-),  sou- 
cieux d'en  faire  un  tout  achevé,  résolut  d'édifier  syslématiquemenl 
la  Théorie  des  fonctions  analytiques  en  se  plaçant  au  seul  point  de 
vue  arithmétique.  Pour  y  parvenir,  il  reprit  l'idée  de  Lagrange  et 
eut  recours  aux  séries  de  puissances,  dont  il  voulut  se  servir 
comme  d'instrument  presque  unique  dans  l'exposé  didactique  de 
son  œuvre  (*). 

De  là,  ses  travaux  sur  les  séries  entières  et  les  produits  infinis 


(')  Le  théorème  de  Caiicliy  (I"  Partie,  p.  289)  donnait  une  base  à  cette  mé- 
thode. Voir  aussi  la  note  (I"  Partie,  p.  299)  relative  à  la  priorité  de  Gauss. 

Les  Ouvrages  de  M.  Méray,  spécialement  le  Nouveau  précis  (1872  )  et  les  Leçons 
nouvelles  (189^-1898),  résultat  de  recherches  bien  antérieures,  sont  écrits  systé- 
matiquement à  ce  point  de  vue.  Ce  géomètre  a  aidé  pour  une  large  part  à  créer 
cette  méthode  d'exposition. 

(^)  Delà  cette  expression  :  Vhabitus  mathématique  de  Weierstrass,  sa  rigueur 
{die  Weierstrass' sche  Strenge)  [cf.  Klein,  Sur  l'arithniétization  des  Mathé- 
matiques {N.  A.,  1897,  p.   ii4)]- 

«  Weierstrass  renonce  à  se  servir  de  l'intuition,  ou  du  moins  ne  lui  laisse  que 
la  part  qu'il  ne  peut  lui  ôter.  l^es  notions  intuitives  sont  analysées  et  réduites  en 
leurs  éléments....  L'analyse  est  poussée  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  l'élément 
ultime,  le  nombre  entier.... 

»  Tout  dérive  donc  du  nombre  entier  et  participe  par  conséquent  de  la  certi- 
tude de  l'Arithmétique;  le  continu  lui-même  se  ramène  à  cette  origine,  et  toutes 
les  égalités  qui  font  l'objet  de  l'Analyse  et  où  figurent  des  grandeurs  continues 
ne  sont  plus  que  des  symboles,  remplaçant  une  multitude  infinie  d'inégalités 
entre  nombres  entiers.  Les  notions  analytiques  sont  donc  pour  Weierstrass, 
comme  pour  Kronecker,  des  constructions  faites  avec  les  mêmes  matériaux,  les 
nombres  entiers.  Mais  il  y  a  une  différence  entre  les  deux  conceptions;  Kronecker 
est  surtout  préoccupé  de  mettre  en  évidence  le  sens  philosophique  des  vérités 
mathématiques;  le  nombre  entier  étant  le  fond  de  tout,  il  veut  qu'il  reste  par- 
tout apparent;  pour  lui  les  seules  opérations  licites  sont  l'addition  et  la  multipli- 
cation: ce  n'est  que  par  une  concession  aux  préjugés  contemporains  qu'il  consent 
parfois  à  admettre  la  division.  Tel  n'est  pas  le  point  de  vue  de  Weierstrass....  » 
PoiNCARÉ,  L'œuvre  mathématique  de  Weierstrass  {A.  AL,  t.  XXII,  p.  lO).  Rap- 
pelons que  Weierstrass  a  critiqué,  môme  très  vivement,  l'exclusivisme  de  Kro- 
necker relativement  à  l'idée  de  nombre. 

(')  On  méconnaîtrait  néanmoins  la  conception   de  Weierstrass  en  supposant 
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(Chap.  II  et  III),  la  définition  de  fonction  analytique  par  un  sys- 
tème monogène  de  séries  de  puissances  (Cliap.  V)  et  les  nombreux 
théorèmes  que  nous  allons  établir. 

§  I.  —  Fonctions  entières  :  représentation,  propriétés. 

Les  fonctions  analytiques  les  plus  simples  sont  celles  qui  n'ont 
pas  de  singularité  à  distance  finie,  c'est-à-dire  les  fonctions 
entières.  Elles  peuvent  être  représentées  par  des  séries  de  puis- 
sances dont  le  rayon  de  convergence  dépasse  tout  nombre  donné 
(P^  Partie,  p.  289);  réciproquement,  de  pareilles  séries  définissent 
des  fonctions  analytiques  n'ayant  pas  de  singularité  à  distance  finie 
(  r*'  Partie,  p.  3o4),  et,  par  suite,  des  fonctions  entières. 

Aussi  devons-nous  reprendre,  par  les  procédés  de  Weierstrass, 
l'étude  des  développements  tayloriens  convergents  dans  tout  le 
plan  :  et  d'abord,  quelle  est  la  nature  de  leur  point  à  l'infini? 


qu'il  rejette  tout  moyen  d'investigation,  en  dehors  du  développement  de  Taylor, 
quand  il  s'agit  de  trouver  les  propriélés  des  fonctions  :  nous  avons  déjà  dit  que, 
dans  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  il  prend  comme  point  de  départ  le 
théorème  d'addition  algébrique  {voir  aussi  n"  306,  note). 

Voici  le  jugement  que  ^^'eierstrass,  dans  une  Lettre  à  M.  Schwarz  (3  oc- 
tobre f875.  Œuvres,  t.  II,  p.  235)  porte  lui-même  sur  sa  méthode  :  «  Plus  je 
réfléchis  sur  les  principes  de  la  Théorie  des  fonctions,  et  j'y  pense  sans  cesse,  plus 
s'affermit  ma  conviction  qu'elle  doit  reposer  sur  le  fondement  des  vérités  algé- 
briques, et  que  l'on  ne  suit  pas  la  voie  droite  quand,  inversement,  pour  établir 
les  lois  simples  et  fondamentales  de  lAlgcbre,  il  faut  avoir  recours  à  ce  que  pour 
abréger  j'appellerai  le  transcendant  (si  séduisantes  que  puissent  paraître  au 
premier  abord  les  considérations  par  lesquelles  Riemann  a  établi  tant  d'impor- 
tantes propriétés  des  fonctions  algébriques).  Que  l'inventeur,  aussi  longtemps 
qu'il  s'occupe  de  recherches,  puisse  prendre  le  chemin  qu'il  lui  plaît,  cela  va  de 
soi;  je  parle  ici  seulement  d'une  exposition  systématique.    > 

De  fait,  un  jugement  comparatif  entre  les  procédés  do  Cauchy  et  ceux  de 
^^'ciersl^ass  est  malaisé  :  le  but  est  différent.  A  ce  propos,  contentons-nous  des 
remarques  suivantes  : 

Il  }■  a  plus  de  largeur  dans  les  définitions  de  Cauchy  :  mais  exisic-t-il  a  jirioii 
des  fonctions  satisfaisant  aux  conditions  muliiples  qu'il  leur  impose,  et  n'y  a-t-il 
pas  un  inconvénient  à  accumuler  dès  le  début  d'une  théorie  bien  des  notions 
délicates  ? 

La  notion  de  série  se  présente  assez  naturclleinent;  mais  est-il  bon  ilc  caracté- 
riser une  fonction  par  une  forme  spéciale  de  représentation? 

Les  définitions  de  Cauchy  rendent  presque  intuitifs  bien  des  théorèmes;  mais 
quelle  évidente  rigueur  dans  le  procédé  suivi  par  ^^'eierstrass  pour  les  établir! 

Quant  à  la  comparaison  entre  la  notion  d'intégrale  définie  et  celle  de  série, 
on  a  fait  remarquer  que,  reposant  toutes  deux  sur  l'idée  de  limite,  elles  puisent 
dans  cette  même  origine  le  même  caractère  transcenilant. 
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27 ■i.  Théorème  I.  —  La  fonction  analytique  uniforme  définie 
par  une  série  entière  G(.î;)  =  «<,  -h  rt,  :c  +  .  .  .  -f-  a,<.a;"  4-  .  .  , , 
convergente  dans  tout  le  plan,  a  une  singularité  essentielle  à 
l'infini. 

En  effet,  d'abord  une  pareille  fonction  n'est  pas  régulière  à 
rinlioi  (p.  92)  ('). 

De  plus,  l'infini  n'est  pas  un  pôle.  Sinon  on  pourrait  trouver  un 
entier  positif  n  tel  que  le  produit  de  la  fonction  par  x~'^  fût  régu- 
lier dans  le  domaine  de  l'infini.  Or,  ce  produit  peut  être  séparé  en 
deux  parties 

ttQX-"  T-  «la— "+'  -H.  .  .-f-  a„^ix-^ ,     a,i-T-  a„^x^  -(-.... 

A  l'extérieur  d'un  cercle  de  rajon  déterminé  suffisamment  grand, 
la  première  devient  inférieure  à  tout  nombre  donné  et  la  seconde 
dépasse  tout  nombre  donné.  Donc,  leur  somme  n'est  pas  holo- 
morphe  à  l'infini. 

Le  point  à  l'infini  est  donc  bien  un  point  essentiel,  puisqu'il 
n'est  ni  un  point  ordinaire,  ni  un  pôle. 

270.  La  réciproque  (n°277)  repose  sur  cet  important  lliéorème 
déjà  établi  (l""^  Partie,  p.  292  et  3o6)  : 

La  fonction  analytique  définie  par  une  série  entière  a  au 
moins  un  point  singulier  sur  la  circonférence  du  cercle  de 
convergence  de  cette  série. 

Donnons-en  ici  une  démonstration  directe  et  commençons  par 
un  lemme. 

Soit 

<j?(ar)  =  «0-1-  ctiX  -i-.  .  .-h  anX"  -{-.  .  .  (|  «„  |  =  a„  ), 

une  série  entière,  qui  converge  au  moins  dans  le  domaine  |x"|  <cRi  • 
En  chacun  des  points  ^  de  ce  domaine,  on  peut  déduire  de  l'élé- 
ment initial,  par  prolongement,  des  séries  'j?(j:r|^)  procédant  sui- 
\ant  les  puissances  de  x  —  Ç.  Si  les  rayons  de  convergence  de 
ces  séries  ont  pour  limite  inférieure  un  nombre  p,  le  rayon  de 
convergence  R  de  la  série  y?(^)  est  au  moins  égal  à  R,  -f-  p- 


(')  Il  suffit  d'avoir  établi  le  lemme  de  Caucliy  par  la  méthode  de  VVeierslrass 
(  I'"  Partie,  p.  219)  pour  que  le  lliéorème  de  Cauchy-Liouville  se  trouve  dcmontié 
au  moyen  des  séries,  indépendamment  de  toute  considération  d'intégrale. 
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Nous  établirons  ce  Icmmc  en  nioulranl  (lue,  dans  le  donuilm^ 
.r  I  <<  Ri  +  Pi  le  module  de  a„^"  ne  dépasse  pas  un  nombre  fixe. 
Par  hjpolhèse,  la  série 


converge  dans  le  domaine  l^i<;R(,  | -c  —  çj-<p.  Entourons 
chaque  point  Ç  d'une  circonférence  C,  de  rayon  p,(p,<;p),  ei 
appelons  N  la  limite  supérieure  des  modules  de  la  série  fj?(.r  |  ^)  sur 
les  circonférences  de  tous  les  cercles  C,  décrits  de  tous  les  points  ç 
dont  le  module  est  un  nombre  /'  inlerieur  à  Ri .  N  est  fini,  et  1  on 
a  (I"'  Partie,  p.  2  19) 


(I) 


<  ^^  p  1   • 


On  peut  obtenir  y?"(;)  en  dérivant  n  fois  la  série  entière  donnée 
qui  représente  ^X\l)  (P^  Partie,  p.  i^());  l'inégalité  (i)  peut  donc 
s'éciire 


h) 


^  ;jl(;jl  — !)...(  ;j. 


'[L.^- 


?-Np7". 


Appli(juons  le  même  lenime  (  P*'  Partie,  p.  2i())  à  la  série 
entière  ^i"'(i)  dont  nous  \enons  d'obtenir  les  coeKicients  en  di'-ri- 
vant  n  fois  y^\i);  puis  servons-nous  du  second  membre  de  l'une 
des  inégalités  (i)  ou  (2)  pour  avoir  une  limite  supérieure  du 
module  de  ^£"{l)  sur  la  ciiconférence  décrite  de  Toiigine  avec  r 
comme  ravon.  Il  vient 


ou  bien 
(3) 

Or,  on  a 
V- 

^4)     2 


— 7  ;jL  (  |J.  —  I  I ...  ( 
ni 


a— «  — i)aa/P-  ^  <  ^' "{^7; 


[ji ( |JL  —  \  ). .  .(  [j.  —  n  ^-  I 


«(.'•^nY  =  ^H-'-^('+R;j 


Pi\!^ 


par  suite,   le  premier  membre   de    la  relation   (  -j)   représente    le 
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module    du    (tA  +  i)'^""'    terme    de   la   série  'i-^(i")   sur    la    circon- 
férence 1  ^  1  =  /■  -] — i^-  D'après  l'inégalité  (3)  il  n'atteint  pas 

et,  a  fovliovi,  le  nombre  fixe 

Ri 


N 


R, 


Donc,  la  série  donnée  ^S(x)  converge  absolument  dans  le 
domaine  \x\<^r-\ — ^;  c^est  dire  que  son  rayon  de  conver- 
gence est  au  moins  égal  à  R|  +  p,  puisque  r  et  pi  s'approchent 
autant  que  l'on  veut  de  R(  et  de  p  ('). 


276.   Ce  lemme  établi,  le  théorème  est  immédiat. 

En  effet,  dans  le  domaine  (D  formé  par  le  cercle  de  conver- 
gence C  de  l'élément  '•Six)  et  sa  circonférence,  les  rayons  de 
convergence  o(i)  des  séries  ^i'(j:|  \)  ont  une  limite  inférieure  p  qui 
est  nulle;  sinon  le  rajon  de  convergence  de  '-Si^x)  surpasserait  le 
rajon  R  de  C. 

Cette  fonction  p(i)  est  continue  dans  (ir^  (-),  et,  dès  lors,  elle 
atteint  au  moins  en  un  point  de  (0  sa  limite  inférieure  (I'^  Partie, 
p.  4o).  Ce  point  ne  saurait  être  intérieur  au  cercle  C,  puisqu'on 
tout  point  intérieur  le  rajon  de  convergence  est  positif.  Il  est 
donc  situé  sur  sa  circonférence  (^  ). 


(')  Le  rayon  de  convergence  R  ne  peut  dépasser  Rj+p  :  aussi,  le  lemme 
revient  à  dire  que  ce  rayon  de  convergence  s'obtient  en  augmentant  R,  de  la 
limite  inférieure  des  rayons  de  convergence  des  séries  prolongements. 

Ce  lemme  s'étend  aisément  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  (c/.  Bakeiî, 
Proceedings  of  the  London  M.  S.,  1901-1902,  p.  296). 

(-)  Pour  s'en  assurer,  il  n'y  a  qu"à  modifier  légèrement  un  raisonnement  déjà 
fait  (I"  Partie,  p.  3o3). 

(^)  Comme  le  lemme  ci-dessus,  le  tbéorème  s'étend  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables.  Par  exemple,  une  fonction  analytique  de  deux  variables,  définie  par 
une  série  entière,  a  au  moins  une  singularité  sur  l'ensemble  |  a:  |  =  R,  |j>'l  =  <^^i 
R  et  tR.  désignant  des  rayons  de  convergence  associés. 
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277.  Théorème  II.  —  Les  développements  tayloviens  des  fonc- 
tions entières  ont  des  rayons  de  convergence  infinis. 

En  effet,  si  le  cercle  de  convergence  C  de  l'élément  initial 
d'une  fonction  entière  avait  un  rayon  fini,  celle  fonction  aurait 
au  moins  un  point  singulier  sur  sa  circonférence;  l'exislence  de 
cette  singularité  à  distance  finie  est  contraire  à  riiypothèse. 

Corollaire.  —  Une  fonction  entière  peut  être  représentée  par 
une  série  entière  (j{x)  convergente  dans  tout  le  plan  (ou  bien, 
si  elle  est  rationnelle,  par  un  polvnome);  dès  lors,  la  transfor- 
mation (x^{x  —  «)"')  montre  que  toute  fonction  ayant  une  sin- 
gularité unique  (nous  la  supposerons  essentielle)  est  représenlable 

par  une  série  Gi- ]•  C'est  v^ne  fonction  cjuasi-entière. 

278.  Théorèaik  m.  (Weierstrass.)  —  Dans  tout  domaine 
borné,  une  fonction  entière  a  un  nombre  fini  de  racines. 

En  effet,  si,  dans  un  pareil  domaine,  elle  en  avait  une  infinité, 
ces  racines  auraient  à  distance  finie  un  point  limite  a  (I"'  Partie, 
p.  21)  dans  le  voisinage  tluquel  la  fonction  serait  régulière.  En  ce 
point,  ou  bien  la  fonction  serait  nulle,  ce  (|ui  est  impossible, 
puisque  les  racines  d'une  fonction  holomorphe  sont  isolées;  ou 
bien  la  fonction  serait  différente  de  zéro,  ce  qui  est  impossible, 
car  une  série  de  puissances  est  continue  dans  son  domaine  de 
convergence,  et  [)ar  suite  la  fonction  entière  est  continue  en  a 
{voir  aussi  n^  291). 

§   II.    —    DÉCOMPOSITION'   EN    FACTEURS   PRIMAIRES. 

279.  La  fonction  transcendante  entière  peut  cire  envisagée 
comme  la  50/?îme  d'une  suite  illimitée  de  termes  de  la  forme  ««.r", 
et  à  ce  titre  elle  généralise  le  polynôme.  Comme  le  polynôme,  est- 
elle  aussi  décomposable  en  un  produit  de  facteurs?  quelle  est  la 
nature  et  quel  est  le  nombre  de  ces  facteurs?  leurs  racines  peuvent- 
elles  être  choisies  arbitrairement  et  sulliscnt-elles  à  déterminer  la 
fonction? 

Quelques  recherches  antérieures  à  celles  de  Weierstrass  avaient 
préparé  la  solution  de  ces  problèmes. 
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Depuis  longtemps,  Euler  avait  fait  connaître  la  décomposition 
du  sinus  en  un  produit  de  binômes  du  second  degré  au  moven  de 
la  formule 


X-\  X'' 


Cauchj  avait  vu  que,  pour  obtenir  certaines  transcendantes,  il 
fallait  multiplier  le  produit  des  binômes  du  premier  degré  du 
type  X  —  a,,  par  une  exponentielle  eS'-^\  o"(-^)  désignant  une 
fonction  entière  (').  Même  l'introduction  de  celte  exponentielle 
ne  suffit  à  donner  l'expression  générale  des  fonctions  admettant 
les  zéros  «i,  ...,  a„,  ...  que  dans  le  cas  où  la  série  /  \  a„  |~' 
converge. 

L'étude  du  développement  des  fonctions  ?j  et  'i  en  produits 
infinis  amena  Weierstrass  à  s'occuper  de  celte  question  et  fut 
ainsi  l'occasion  d'une  de  ses  plus  belles  découvertes  (-). 

280.   La  formule  trouvée  par  Gauss  (•')-. 

n  —  l  II  -l 

le  mit  sur  la  voie  de  la  solution.  Dans  ce  développement,  tljaipio 


(')  Œuvres,  2'  série,  t.  I\,  p.  310  (Anciens  exercices  de  Mathéinatiqiic^, 
[82c)-iS3o). 

(^)  Ces  rerherches,  exposées  en  i8-j4  par  N^'eierslrass  dans  son  cours  à  l'Uni- 
versité de  Berlin,  ont  été  publiées  dans  un  Mémoire  fondamental  :  Zur  Théorie 
der  eindeuligen  analytischen  Functionen  (C.  /?.  de  l'Ac.  de  Berlin,  187^; 
Œuvres,  t.  II,  p.  77;  traduit  par  M.  Pic.utD,  A.  E.  N.,  187;)). 

Quinze  ans  auparavant,  Belli,  dans  ses  Leçons  à  l'Université  de  Pisc  (iSôg- 1860  ), 
avait  traité  un  problème  analogue  à  celui  résolu  par  Weierstrass,  mais  sans  aper- 
cevoir toutes  les  conséquences  de  sa  découverte;  il  en  fil  l'application  au  déve- 
loppement des  fonctions  eulériennes,  trigonométriques  et  elliptiques,  puis,  lais- 
sant son  Mémoire  inachevé,  il  n'y  pensa  plus  {Annali  di  Matematica,  1860; 
La  leorice  délie  funzioni  ellitiche.  Jntroduzione,   n°  G,  p.  81.) 

On  peut  voir  aussi  Sr.UKRi.sG,  Goltinger  Abliandlungen,  t.  XXVII,   18S1,  p.  3. 

(^)  Definimus  itaque  funclionein  !](;;)...,  si  mcn'is,  per  limilem  producli 
infiniti 

I  a'^+i  3'+'  4»+' 

Z-^\     I^(2-f-;3)     2=(3-r-S)    V'^'j,-\-  Z)"  ' 

(Gauss,  Œuvres,  t.  III.  p.  lîG). 
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facteur,  au  lieu  d'êire  linéaire,  est  une  fonction  uniforme  n'avant 
qu'un  zéro  (le  point  —  n)  et  un  point  singulier  (le  point  <x)  :  l'inlro- 
dnclion  d'exjjonentieiles  dans  chaque  élément  du  produit  fait  que 
ce  produit  converge,  alors  que  le  produit  des  facteurs  (  i -h  —  ) 
est  divergé  quel  que  fût  Tordre  de  ses  termes. 

Dans  le  cas  général,  la  solution  était  analogue  :  en  adjoignant 
à  chaque  binôme  (x  —  <7«)  une  exponentielle,  c'est-à-dire  en  pre- 
nant comme  facteurs  des  tianscendanles  entières  ayant  chacune 
un  seul  zéro,  on  obtenait  des  produits  infinis  convergents.  Ces 
fonctions  entières  à  un  seul  zéro  remplacent  les  facteurs  linéaires 
qui  inlervieiinenl  dans  le  cas  du  poljnome;  elles  sont  appelées 
fadeurs  primaires  (  '  ). 

Weierslrass  a  ainsi  résolu  les  questions  suivantes  : 

Etant  donné  un  ensemble  isolé  E  d' éléments  Ui,  ....  a„,  . . . , 
sans  point  limite  à  distance  finie,  rangé  de  telle  sorte  que  Von 
ait  (2) 

I  «1  I  =  I  «2  !  <•  •  •?  I  ««  I  <•  •  •  ('«i  <  o;  lini  rt„  =  :c\, 

exisle-t-il  des  fonctions  entières  ayant  pour  racines  et  pour 
seules  racines  les  points  de  cet  ensemble  (^);  peut-on  les  repré- 


(')  Weierslrass  appelle  yac/e«/'  primaire  toute  fonction  uniforme  qui  a  une 
seule   singularité    (polaire    ou    essentielle)  et  au   plus  un  zéro   {Œuvres,   t.   Il, 

P- 90- 

(^)  Si  plusieurs  éli'-mcnts  ont  le  iiii'ine  module,  on  les  |iliicc  dans  un  ordre 
arljilraire. 

Si  un  élément  est  répété  p  fois,  on  impose  à  la  racine  correspondante  d'avoir 
comme  ordre/?  :  pour  y  parvenir,  il  siifdl  d'c'iever  à  la  piii<>;;inre  //  le  facteur 
primaire  relatif  à  celle  racine. 

Si  zéro  devait  être  racine  et  racine  d'ordre  q^  on  ferait  précéder  du  facteurs;'/ 
le  produit  que  nous  allons  former;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  on  formerait 
une  fonction  du  ty|K'  x-lG{x)  répondant  à  l'énoncé. 

(')  F>es  zéros  de  toute  fonction  entièie  rloivent  pouvoir  satisfaire  aux  conditions 
imposées  à  l'ensemble  E  (1"  Partie,  p.  l'i"  ei  n"290);  il  va  résulter  du  Itiéorème 
de  Weierslrass  <|uc  réciproquement  à  tout  ensemble  d'un  pareil  type  corres- 
pond une  fonction  entière. 

lin  combinant  le  tliéorème  de  Weierslrass  cl  celui  de  .M.  Millag-Lefller  (  n"  ilJil), 
on  obtient  immédialemcnl  l'expression  des  diverses  fonctions  entières  qui  prennent 

aux  points  a,,  ...,«„.   ...   des  valeurs  données  6,,   ...,  ^„ On  en  déduit 

également  l'expression  d'une  fonction  entière  prenant  en  (es  points,  ainsi  (pic 
sa  dérivée,  des  valeurs  données  b^.  ...,  />„.  ....  c,,  ...,  r„,  ...  {cf.  GuiciiAun, 
.1.  E.  N.,  i88'(.  p.  ',27). 
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senter  par  un  produit  de  fadeurs  primaires  ;  quelle  en   est 
V expression  la  plus  générale? 

281.  Formons  d'abord  une  fonction  entière  particulière  ajant 
pour  racines  et  pour  seules  racines  les  points  de  E. 

Lorsque  la  série    7  -, ;  est  convergente,  la  série    >  —  convero:e 

absolument  et  uniformément  dans  tout  domaine  borné;  par  suite 
(l''^  Partie,  p.   i44  '  ''  d  6St  de  même  du  produit 


n(-£) 


La  solution  du  problème  énoncé  est  donc  immédiate  dans  ce  cas 
particulier  (!'*' Partie,  p.  i4^)- 
Dans  le  cas  général,  posons 


\«„/        II,,        ■}-  nj,  n  —  1   «;j   ' 

et  considérons  le  produit 

n  —  \ 

il  converge  absolument  et  uniformément  dans  tout  domaine 
fini. 

En  effet,  prenons  les  points  x  intérieurs  à  un  cercle  de  rayon 
déterminé  r,  /•  étant  aussi  grand  que  l'on  veut,  ajant  l'origine 
comme  centre  et  laissons  de  côté  les  facteurs  du  produit  (W),  en 
nombre  limité  (soit  y.  ce  nombre),  pour  lesquels  \a,i\  <  r.  Pour 
étudier  les  autres,  remarquons  que  l'on  a 


loî 


Le  facteur  de  rang  n  dans  le  produit  (\A  )  est  donc 

Ce  facteur  est  une  fonction  entière,  que  l'on  peut  écrire  (^1'*  Partie, 
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p.  169  et  219) 

1  -r-  a,,  (  ^ 


les  coefficients  a,,,  a,,  ...  du  développement  étant  tous  en  valeur 
absolue  inférieurs  à  un  (').  Dès  lors,  pour  prouver  la  conver- 
gence absolue  et  uniforme  de  (W),  il  suffit  (I"  Partie,  p.  \\\ 
et   148)  d'établir  la  convergence  absolue  de  Tune  des  séries 

V  l/^V     ( :L\"'^'         I      y  /    ''    \"     \«n  I         Y  /    /•    \" 

2^\\aJ    ^\aj        '"•••|'      Zà\\a„\)     \a„\-r'      Z4\\a„\)' 

n  =  [J.  «  =  jJ.  n  —  \j. 

et  de  montrer  cpie  cette  dernière  série,  qui  est  numéritpie,  con- 
verge. Il  en  est  bien  ainsi,  puisque  la  racine/)"^""'  de  son  terme 

de  rang  p  tend  vers  zéro  (  -  ). 


(')  En  effet,  considérons  ce  facteur  sous  la  forme  qu'il  a  dans  le  produit  (^^') 
et,  pour  le  simplifier,  remplaçons  —  par  x.  On  voit  d'abord  que,  dans  le  déve- 
loppement de  la  fonction  cnlirir 

—  -+-.. .H fX  X'   \  l        IX  X'  Y  r,  n 

en  série  entière,  les  coefficients  ji  sont  inférieurs  à  i  ;  car  ces  coeflicients  sont 
positifs,  ne  peuvent  qu'augmenter  avec  v,  et  tendent  vers  1  pour  v  infini,  puisque 
alors  on  a 

X            X'                 ,        1 
e'  '  =e      '  —  •«■=  —  i -]- X -T- X- -\- 

I  —  X 
Revenons  au  facteur  de  ran;^  n;  il  peut  s'écrire 

X  .»■"—' 

{\  —  x)e^     '"     «-1  =  f  I  —  x)  (i -1- fSi a? -i-.  ..)  =  1  —  z,  ./'■'-+- 2,x"   ' -T- 

Puisque  l'itlcntification  donne 

les  inégalités  lip<i  entraincnt  les  inégalités  |a^|<i,  comme  il  fallait   rétablir. 
(-)  D'après  ce  raisonnement,  il  suffit  de  prendre  les  polynômes  I'„  chacun  d'un 
degré/?,, —  i  tel  que  la  série 

\i'„ 


2^\\ct 


«=1 


converge  quel  que  soit  /•  (en  général  /-»„  sera  une  fonction  croissante  de  ri;  dans 
certains  cas,  il  pourra  être  constant).  La  détermination  d'une  suite  d'entiers  p„ 
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En  résumé,  le  produit  obtenu  converge  absolument  dans  tout  le 
plan  et  uniformément  dans  tout  domaine  borné.  En  vertu  de  cette 
convergence  uniforme,  itreprésente  une  fonction  entière,  puisque 
ses  facteurs  sont  des  fonctions  entières  (I'*^  Partie,  p.  219)  (').  11 
s'annule  en  chaque  point  de  l'ensemble  E  et  seulement  en  ces 
points  (1'"  Partie,  p.  i46). 

Chaque  facteur  est  bien  un  facteur  primaire,  puisque  c'est 
une  fonction  analytique  uniforme  ayant  un  seul  zéro  et  un  seul 
point  singulier  (^  point  qui  est  essentiel  et  rejeté  à  l'infini)  (-). 


lemlant  convergente  la  série  ci-dessus  est  pussible,  puisque  lim;  «„  |  =  x.  Ainsi, 
à  la  valeur  particulière  />„=  n  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  fixer  le  degré 
(les  polyn(3nies  P„,  on  peut  substituer  souvent  une  valeur  plus  petite. 

Il  en  résulte  que  les  fonctions  exponentielles  qui  entrent  dans  les  facteurs  pri- 
maires ne  simt  pas  déterminées  :  la  décomposition  en  facteurs  primaires  est  pos- 
sible d'une  infinité  de  manières  (  Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  loi). 

Nous  insisterons  tout  à  l'heure  sur  le  cas  où   la  série    2, 1  ^n  |~"~'  converge. 

10  désignant  un  ç^wl\ç.v  fixe;  il  suffit  alors  de  prendre /)„  =  w-l-i. 

Dans  le  cas  général,  il  suffit  de  prendre  pour /?„  la  partie  entière  de  log«.  ou 
même  de  jlog«  :  log|  a^  \  (Bohel,  A.  M.,  t.  XX,  p    36o). 

(  '  )  La  dérivée  logarithmique  de  ce  produit  G(jc)  est  une  série  S(.r)  abso- 
lument et  uniformément  convergente;  il  en  est  de  même  des  séries  en  nombre 
infini  obtenues  en  dérivant  terme  par  terme  S(j;)  et  ses  dérivées  (il  faut  exclure 
(le  la  convergence  absolue  les  points  racines  des  facteurs  primaires,  et  de  la  con- 
vergence imiforme  les  voisinages  de  ces  points). 

En  efl'et,  c)n  a 


lîaisonnons  comme  ci-dessus.  Suit  \x\  =  r\  laissons  de  côté  dans  (^elte  série 
les  [1  termes  pour  lesquels  |  a„  |  <  /",  et  remplaçons  dans  chacun  des  autres 
{x  —  «„)"'  par  son  développement  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Vu 
les  hypothèses,  le  théorème  de  Weierstrass  (I"  Partie,  p.  219)  et  même  celui  de 
Cauchy  (I"  Partie,  p.  ai8)  est  applicable;  par  suite  la  somme  considérée  con- 
verge absolument  et  uniformément  dans  le  cercle  |  x- 1  =  /•.  Si  l'on  ajoute  à  cette 
somme  les  a  termes  laissés  de  C(jté,  la  somme  totale  S  (a;)  converge  absolument 
et  uniformément  dans  le  domaine  défini  ci-dessus,  en  tenant  compte  des  reslric- 
li<ms  indiquées. 

On  peut  appliquer  le  même  raisonnement  aux  séries  obtenues  en  dérivant  S  (j;) 
terme  par  terme  un  nomjjre  quelconque  de  fois  :  il  n'y  a  qu'à  faire  intervenir  la 
convergence  du  développement  binomial  de  (1  —  7;^"  pour  q  <.\. 

(-)  Un  zéro  d'une  fonction  entière  est  un  pôle  de  sa  dérivée  logarithmique; 
cette  dérivée  n'a  pas  d'autres  singularités;  c'est  donc'  une  fonction  méromorphc. 
Par  suite,  le  théorème  de  M.  Miltag-Leffler  (  n"'  '293  et  295)  aurait  permis  d'écrire 
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282.  Pour  déduire  de  celte  première  fonction  entière  G(x) 
toutes  celles  f|ui  répondent  à  la  questioti,  on  remarque  que  toute 
fonction  entière  n\iyant  pas  de  zéro  est  de  la  forme  eS'W,  oi^) 
désignant  une  fonction  entière  arbitraire. 

En  eflct,  d'abord  uue  pareille  loiiclion  est  régulière  et  différente 
de  zéro  dans  tout  domaine  borné. 

Réciproquement,  toute  fonction  analytique  uniforme  h(x)san% 
discontinuité  et  sans  racine  à  distance  finie  a  sa  dérivée  loga- 
rillimique  développable  en  une  série  entière  toujours  convergente 

I  „ns  lYY  et  289);  ainsi  on  a,  quel  que  soit  .r, 

h{x) 

II  suffit  donc  d'appeler  g{x)  la  fonction  entière  (1'"''  Partie,  p.  i38) 

6o-i-6i:rH -T-~...  [e'>>=h{o% 

pour  pouvoir  représenter  par  e»  '^  la  fonction  h(x)  ('). 

Ce  lemme  établi,  appelons  G)(j:)  une  fonction  entière  quel- 
conque ayant  les  mêmes  zéros  que  Q{^x).  Le  quotient  de  ces 
deux  fonctions  est  une  fonction  entière  (-)  sans  racine  à  distance 

finie;  on  a  donc 

Gi(a-)  =  efi-i-^' G(a"). 

Réciproquement,  toute  fonction  du  type  eS'-^^i  G(./;)  est  une  foiic- 


de  suite  la  formule  (i)  de  la  note  ci-dessus  :  on  en  déduit  par  inté{;ralion  la  for- 
mule (W).  De  là  une  seconde  méthode  pour  établir  le  tliéorème  de  Weierstrass. 
qui  devient  ainsi  un  corollaire  immédiat  du  tliéorème  de  M.  Miltag-LeJJler. 

Inversement,  une  fonction  entière  mise  sous  la  forme  (W)  a  pour  dérivée  loga- 
rithmi(|ue  une  fonction  méromorphe  mise  sous /o/v/ie  canonique  (  n°  293). 

(')  Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  97. 

Pour  obtenir  ce  lemme  par  les  procédés  de  Cuucliy,  on  remarque  que  le  loga- 
rithme d'une  fonction  entière  sans  racines  n'est  infini  en  aucun  point  à  distance 
finie;  par  suite  (I"  Partie,  p.  178)  il  est  régulier  en  tout  point  du  plan  :  c'est 
une  fonction  entière  g{x).  Donc  la  fonction  li{x)  elle-même  peut  être  repré- 
sentée par  e?W. 

(^)  Comme  ci-dessus,  le  théorème  de  la  division  des  séries  entières  (  n°  28'. •  ) 
montre  que  ce  quotient  est  régulier  en  tout  point  du  plan,  que  ce  point  suit  ou 
non  une  racine  pour  les  deux  fonctions  G  et  G,. 

F.  —  II.  la 
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lion  entière  avant  les  mêmes  racines  que  G{x)  '•  nous  avons  donc 
obtenu  l'expression  de  toutes  les  fonctions  entières  avant  des  zéros 
donnés  (  '  ). 

283.   Reprenons  la  formule  (W). 

Supposons  que  la  série  ^|  ««  |~'  devienne  convergente  par  l'élé- 
vation de  tous  ses  termes  à  une  même  puissance  entière  co  4-  i .  En 
ce  cas,  aux  poljnomes  P«  dont  le  degré  n  —  1  varie  avec  le  fac- 
teur primaire  correspondant,  on  peut  substituer  des  poljnomes 
tous  de  même  degré  w,  définis  par  les  relations 


X  \  X  \    X^  I     x^' 

—      = 1 5-+ •••H («=1,2,...); 

a,,  a,i        1  af,  m  a'! 


il  n'y  a   rien   à   modifier  au  raisonnement  développé  plus  haut, 

puisque  alors  la  série   X(i r)        converge. 

Ce  cas  particulier,  d'une  grande  importance,  a  conduit  Laguerre 
à  classifier  les  fonctions  entières  correspondantes  en  genres, 
d'après  la  valeur  de  (o  (2).  Supposons  co  choisi  le  plus  petit 
possible,   et  dans  la  relation 

prenons  pour  g{x)  un  poljnome  de  degré  y.  Le  plus  grand  des 
deux  entiers  to  et  y  définit  le  genre  de  la  fonction  G(^). 
Une  fonction   est  dite  de  genre   infini  lorsqu'il  n'existe  pas 


(')  Ainsi,  de  même  que  Je  polynôme  n'est  déterminé  par  ses  racines  qu'à  un 
facteur  constant  près,  de  même  une  fonction  transcendante  entière  n'est  déter- 
minée par  ses  zéros  qu'à  un  facteur  exponentiel  près.  Ce  facteur  exponentiel  ren- 
ferme, il  est  vrai,  une  transcendante  entière  arbitraire,  c'est-à-dire  un  élément  de 
même  nature  que  la  fonction  à  représenter;  néanmoins,  en  fait,  cette  transcen- 
dante est  en  général  plus  simple  que  la  fonction  dont  on  cherche  l'expression. 
Son  évaluation  numérique,  si  embarrassante  dans  les  applications,  est  parfois 
facilitée  par  une  proposition  de  M.  Hadamard  ( /.  ^f.,  1898,  p.  188).  Cf.  aussi 
BoREL,  A.  M.,  t.  XX;  Fonctions  entières,  p.  82. 

(')  C.  R.,  1882,  1"  semestre,  p.  160,  635;  2*  semestre,  p.  828.  Œuvres,  t.  I, 
p.  167. 
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d'entier  fixe  m  rendant  convergente  la  série  dont  nous  avons 
parlé,  ou  bien  quand  la  fonction  g{x)  est  transcendante  ('). 

Les  fonctions  entières  de  genre  zéro,  c'est-à-dire  celles  donf 
les  facteurs  |)riniaires  ne  renferment  pas  d'exponentielle  (en  sup- 
posant aussi  que  g  a  une  valeur  constante),  se  rapprochent  des 
poljnomes;  à  certains  points  de  vue,  les  propriétés  des  fonctions 
entières  diffèrent  d'autant  plus  de  celles  des  polynômes  que  leur 
genre  est  plus  élevé  (-). 

(Jlette  définition  du  genre  d'une  fonction  peut  èlre  rattachée  à 
celle  de  Vexposant  de  corwergence  d'une  suite  infinie  de 
nombres  positifs  croissants.  Soit 

|a,|,     lazl,      ...,     \a„\.      ... 
une  pareille   suite.  Il   |)eiit  arriver  que   la  série  2,] ^  diverge 

pour  une  valeur  positive  de  p  (et  dès  lors  pour  chaque  nonibn- 
de  l'ensemble  E  formé  par  les  nombres  positifs  moindres  ),  qu'elle 
converge  pour  une  valeur  positive  de  p  (et  dès  lors  pour  chaque 
nombre  de  Tensemble  C  formé  par  les  nombres  supérieurs).  La 
limite  commune  R  de  ces  deux  ensembles  E  et  C  est  appelée 
exposant  de  convergence  de  la  suite  (^^. 


(•)  Exemple  :  les  fonctions  pour  lesquelles  |  a„  |  =  log/i  sont  de  genre  infini. 

iM.  Boutronx  a  abordé  une  classification  des  fonctions  entières  d'ordre  infini, 
basée  sur  le  mode  de  croissance  des  racines  de  ces  fonctions,  et  a  donné  quelques 
propriétés  des  fonctions  dont  l'ordre  est  infini  sans  être  transfini  (C  B.,  1902, 
i"  semestre,  p.  ôig).  Voir  aussi  .M.^illet,  C.  B.,  igoS,  1"  semestre,  p.  3/|8. 

Antérieurement,  .M.  Boutroux,  en  réponse  à  une  (juestion  posée  par  .M.  Poincaré 
{B.  S.  M.,  i883),  avait  montré  que  la  somme  de  deux  fondions  chacune  de 
genre  p  peut  être  de  degré  p  —  i  (C.  B.,  1901,  i"  semestre,  p.  2.5i  et  1902, 
i"  semestre,  p.  82). 

(-)  Par  exemple,  le  théorème  des  lacunes,  corollaire  de  celui  de  Descartes, 
s'applique  aux  fonctions  entières  de  genre  o  ou  i  ;  certaines  conséquences  du 
théorème  de  Rolle  subsistent  pour  les  fonctions  de  genre  fini.  Cf.  Boni;i., 
Fonctions  entières,  p.  29.  —  Cesàro,  C.  R.,  1884,  2«  semestre,  p.  26. 

(')  Ce  nombre  R  existe  (I"  Partie,   p.  26).  Il  résulte  de  sa  définition  que  l;i 

série  2.  I  <^n  i   '  diverge  pour  y  =  \\  —  z,  et  qu'elle  converge  p  =  R  ^-  e,  quel  qur 

soit  le  nombre  positif  e;  pour  0=:  R,  il  y  a  doute.  Ce  nombre  R  est  nul  (ou  infini  1 
(juand  la  st-rie  converge  (ou  diverge)  quel  que  soit  p. 

Vexposant  de  convergence  joue  dans  la  théorie  des  fonctions  entières  un  rôlr 
important,  comme  le  rayon  de  convergence  dans  celle  des  séries  entières.  En 
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D'après  cette  définition,  le  genre  co  d'une  fonction  entière  est 
égal  à  la  partie  entière  de  l'exposant  de  convergence  R  de  l'en- 
semble formé  par  La  suite  des  modules  de  ses  zéros,  si  R  n'est 
pas  entier;  quand  R  est  entier,  to  est  égal  à  R —  i  ou  à  R,  suivant 

que  la  série  ^-j r^  converge  ou  diverge  (on  suppose  y^co). 

M.  Borel  a  proposé  de  compléter  la  notion  de  genre  par  celle 
Ôl  ordre.  Il  entend  par  ordre  réel  d'une  fonction  entière  G(.r)  de 
genre  fini  Vexposant  de  convergence  R  de  la  suite  des  modules 
de  ses  zéros,  et  par  ordre  apparent  R'  le  plus  petit  nombre  tel 
que  l'on  ait,  pour  les  valeurs  de  r  supérieures  à  une  limite  fixe, 
quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  s, 

N(/-)<e'-'''+S 

en  désignant  par  N(/')  le  module  maximum  de  la  fonction  G(jc) 
sur  la  circonférence  |  .r  |  =  /•  (  '  ). 


particulier,  dans  le  cas  où  l'ordre  d'injlnitude  {voir  note  suivante)  de  la  suite 
des  éléments  |  a„  |  considérés  comme  des  fonctions  de  n,  a^  désignant  la  racine 
de  rang  n,  est  déterminé,  cet  ordre  est  égal  à  l'inverse  de  l'exposant  de  conver- 
juCnce  de  la  suite  des  éléments  j  «„  |  ;  par  suite,  la  connaissance  de  l'exposant  de 
convergence  de  la  suite  |  a^\  renseigne  d'une  manière  précise  sur  la  rapidité  de 
la  croissance  de  |  a„  |.  Cf.  Borel,  Fonctions  entières,  p.  23  et  107. 

(')  Pour  étudier  la  croissance  d'une  fonction  positive  9  (/')  qui  croit  indéfi- 
niment avec  la  variable  /•,  on  la  compare  à  une  puissance  positive  de  /'.  Si  le 
quotient  <f{r)  :  /•"•  tend  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  pour  /•  infini, 
fin  dit  que  a  est  le  degré  d'infînitude  de  la  fonction  ^{r). 

Pour  que  ce  degré  existe,  il  faut,  mais  il  ne  suffit  pas,  que  le  rapport 

log  »(/•):  log/- 

tende  vers  une  limite.  Néanmoins,  toutes  les  fois  que  ce  rapport  tend  vers  une 
limite  a,  on  convient  de  considérer  cette  limite,  alors  même  que  le  degré  d'infi- 
nitude  ne  serait  pas  déterminé,  et  de  dire  que  o{r)  est  de  degré  (a)  (que  l'on 
énoncera  dans  ce  cas  en  disant  a  parenthèses). 

D'après  cette  définition,  la  fonction  e"  a  un  degré  infini. 

On  peut  dire  encore  que  Vordre  d'infînitude  de  o{r)  est  déterminé,  quand  il 
existe  un  nombre  a  tel  que,  si  petit  que  soit  un  nombre  e  donné  à  l'avance,  l'iné- 
galité /•  >  N  entraîne  les  inégalités  r*-'<cp(r)  </•*+',  N  désignant  un  nombre 
fixe.  L'ordre  d'inlinitude  de  <o{r)  est  alors  le  même  que  celui  de  r". 

Une  fonction  <f{r)  est  dite  à  croissance  régulière  lorsque  sa  croissance  peut 
être  comparée  à  celle  de  certaines  fonctions  simples.  D'une  manière  plus  précise, 
elle  est  dite  à  croissance  régulière  lorsque  l'ordre  d'infinitude  de  log'f(/)  est 
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Dans  d'importants  travaux  on  a  tiré  parti  de  ces  notions. 
M.  Poincaré  a  fait  connaître  une  relation  entre  l'ordre  de  gran- 
deur d'une  fonction  entière  pour  les  grandes  valeurs  de  la  variable, 
et,  d'une  part,  le  genre  de  cette  fonction  (supposé  lini),  d'autre 
part,  l'ordre  de  grandeur  de  ses  coefficients  (').  MM.  Hadamard 
et  Schou  ont  complété  ces  théorèmes  en  donnant  une  relation 
entre  une  limite  supérieure  de  la  croissance  d'une  fonction  entière 


déterminé,  ou  encore  lorsque  — "      °  ' a  une  limile  pour  /•  infini.  Cf.  Bouf.l, 

Fonctions  entières,  p.   22   et   107;  Séries  à  termes  positifs,  p.  82;  Fonctions 

méroniorphes,  p.  49- 

Soit  G{x)  une  fonction  entière  d'ordre  fini  et  différent  de  zéro  :  elle  est  dite  à 

croissance  régulière  lorsque  N(r)  est  à  croissance  régulière,  N(r)  désignant  son 

1        ■  <••  f       1  1  '"'n  'o»  ^C'') 

module  maximum  sur  la  circonférence  \x\  =  r,  par  suite,  lorsque  — ^—, 

logr 

a  une  limite  [ou  encore  lorsque  l'ordre  d'infinitnde  de  |a„|  est  déterminé  (  Bouel, 
Fonctions  entières,  p.  loS)].  On  peut  dire  que  cette  limite  définit  l'ordre  appa- 
rent de  la  fonction. 

Quand  l'ordre  apparent  n'est  pas  entier,  il  se  confond  avec  l'ordre  réel  :  c'est 
l'ordre  de  la  fonction.  L'ordre  d'une  foncti<in  se  déduit  donc  soit  de  la  considé- 
ration de  la  suiie  de  ses  zéros,  soit  de  celle  des  valeurs  de  N(/').  Cf.  Borel, 
Fonctions  entières,  p.  71. 

Signalons  enfin  un  .Mémoire  de  M.  Miiillei  où  il  établit  un  critère  pour  recon- 
naître si  une  fonction  entière  donnée  par  son  développement  de  Taylor  est  à 
croissance  régulière,  et  un  critère  pour  reconnaître  si  elle  est  à  croissance  irré- 
guliére  {A.  T.,  1902,  p.  \\^). 

(')  Soit  Ç>{x)  =  ^^c^x"  une  fonction  entière  de  genre  w,  et  N(r)  son  module 

maximum  pour  x  \—  r.  On  dit  que  Vorclre  de  grandeur  de  la  fonction  posi- 
tive croissante  N(r)  f  I"  Partie,  p.  297)  est  inférieur  à  celui  d'une  fonction  *(/ •) 
si  l'on  a,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /•, 

N(r)<*(/-). 

Les  inégalités  dites  de  M.  Poincaré  {13.  S.  M.,  i883,  p.  i36)  résultent  des 
relations 

N(/-)  <  e"""^',        lim  (c„"-V'«^)  =  «  : 

n  —  xi 

la  première  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  pourvu  que  r  soit  assez 
grand;  la  seconde  permet  d'écrire  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n 


^{/Vl 


AL  Pringsheim  a  rendu  plus  élémentaires  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Poincaré,  et  celle  du  théorème  de  AL  Hadamard  énoncé  dans  la  note  suivante 
{Sitz.  d.  A.  zu  M  Une  lien,  1902,  p.  iG3). 
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et  une  limite  supérieure  du  nombre  de  ses  zéros  intérieurs  à  uu 
cercle  décrit  de  l'origine  (').  M.  Borel  a  cherché  si  le  nombre 
des  zéros  atteint  effectivement  cette  limite  supérieure  (2),  etc. 

Indiquons  seulement,  pour  une  fonction  entière  quelconque 
G(a:),  une  formule  simple  relative  au  nombre  /^  =  B(/•)  de  ses 
zéros  dont  le  module  est  inférieur  à  un  nombre  donné  r,  formule 
valable  dans  le  cas  où  0(/')  croît  rapidement  avec  /■  (•''). 


(•)  D'après  les  définitions  piécédentes,  on  est  conduit  à  dire  qu'une  fonc- 
tion v{r)  est  une  limite  supérieure  de  la  croissance  de  la  fonction  en- 
tière (j{x)  quand  on  a 

N(r)=e"('-), 

OUKL  QUE  SOIT  /•.  Soit  G  (  :r  )  une  fonction  entière  de  genre  fini,  dont  on  connaît 
une  limite  supérieure  v{r)  de  la  croissance;  nous  supposerons  G(o)  =  i. 
MM.  Hadamard  (/.  M.,  1898)  et  Schou  (C  R.,  1897,  ^'  semestre,  p.  768)  ont 
déduit  de  celte  limite  supérieure  de  la  croissance  une  limite  supérieure  du 
nombre  n  des  racines  de  G(.r),  de  module  inférieur  au  quotient  de  /•  par  un 
nombre  arbitraire  5  plus  grand  que  2;  elle  résulte  de  l'inégalité 

/)  log(s  — i)  <  K-{r). 

En  particularisant  la  fonction  if{r),  on  en  conclut  que  l'ordre  réel  d'une 
fonction  entière  est  au  plus  égal  à  son  ordre  apparent. 

M.  Hadamard  montre  ensuite  que  l'on  a,  sur  une  infinité  de  cercles  de  rayons 
indéfiniment  croissants, 

|G(a:)|>e--"+S 

R  désignant  l'ordre  de  la  fonction,  et  £  un  nombre  positif  arbitraire. 

Dans  un  second  Mémoire  {B.  S.  M.,  1896,  p.  186),  M.  Hadamard  a  mis,  sous 
une  forme  plus  simple  et  plus  exacte,  les  relations  qu'il  avait  trouvées  entre 
l'ordre  de  grandeur  des  coefficients  du  développement  de  G{a;)  et  l'ordre  de 
grandeur  de  G  (a;)  pour  des  valeurs  infinies  de  la  variable. 

M.  Lindelôf  {Acta  S.  S.  Fennicce,  t.  XXXI,  n°  1,  1902)  a  précisé  les  relations 
entre  la  croissance  des  coefficients  et  la  croissance  de  la  fonction.  M.  Maillet 
(/.  M.,  1902)  a  obtenu  des  propriétés  nouvelles  des  racines  des  fonctions  entières 
de  genre  fini,  et  en  a  fait  l'extension  aux  fonctions  quasi-entières. 

Cf.  aussi  :  Le  Roy,  B.  D.,  1900,  p.  2^5.  —  Borel,  Fonctions  entières,  p.  62; 
.'Séries  à  termes  positifs,  p.  58. 

(*)  BouEL,  A.  M.,  t.  XX,  p.  357;  A.  E.  N.,  1899,  p.  4i-  —  Cf.  aussi  Lindklof, 
C.  R.,  1902,  2"  semestre,  p.  3 16.  —  Petrovich,  B.  S.  M.,  1901,  p.  3o3.  On  y  trou- 
>era  par  exemple  ce  théorème  : 

Une  série  entière  f{x)  ne  peut  avoir,  clans  son  cercle  de  convergence,  de 
racine  de  module  inférieur  à  |/(o)|M~',  M  désignant  le  maximum  du 
module  du  rapport  de  la  fonction  majorante  de  f(x)  à  la  variable  x  [on 
suppose  f{o)  >  o]. 

(^)  Elle  a  été  obtenue  par  M.  Borel  (C.  R.,  igo?,  i"  semestre,  p.  i343).  La 
démonstration  que  nous  allons  reproduire  est  due  à  M.  Levi-Civita  (B.  D.,  1902, 
p.  333). 
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Supposons  G(o)^i,  Cl  désignons  par  r„  le  module  de  la 
racine  an  de  rang  n.  D'après  celte  notation,  0(/')  a  la  valeur^ 
pour  t'p<^  /■</■„+!  ;  par  suite  il  vient 


I 


-— J/--  >  log^  ^«log- 

'  ^■"  I    n  In 


'l. .  ./■„ 
p=l 


En  vertu  du  théorème  de  M.  Jensen  (p.  12^),  le  dernier  loga- 
rithme ne  peut  dépasser  logJ\(^/)  ;  on  a  donc 


i: 


dr-:  logN(r). 


Décomposons  celte  intégrale  en  deux  aulres  :  pour  cela,  appe- 
lons p  au  lieu  de  /•  la  variable  d'intégration;  puis  servons-nous  de 

l'identité  -  =:  -  (  i  + ^  )  et  posons 

P         r\  p      J         i 

L'inégalité  ci-dessus  devient 

'-■  /-,        > 

Au   premier  membre,  mettons  en  facteur  -'^(r):    la  règle  de 
L'Hospital  donne 


f/o 


lim  — ■ =— =   lim   — !— T- 

r=«  S7(r)  ,.=  .  e(r) 


par  suite,  il  suflil  que  &(/')  croisse  plus  vile  que    /     — '—dp  pour 

'■       ^ 
que  l'on  ait  l'inégalité  asymptotique 


^<logN(.;. 


Elle  établit  une  relation  simple  entre  l'ordre  de  grandeur  de  la 
fonction  et  la  densité  de  ses  zéros. 

284.   Montrons  en   terminant  comment  la  formule  de  Weier- 
slrass,  relative  aux  fonctions  entières,  conduit  à  représenter  sous 
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forme  de  produit  infini,  où  l'ensemble  E  des  zéros  est  encore  mis 
en  évidence,  des  fondions  analytiques  uniformes  non  entières. 

Supposons  d'abord  que  l'ensemble  E  (ensemble  isolé)  ait  un 
seul  point  limite,  et  f|u'il  soit  à  distance  finie  :  soit  a'  ce  point 
limite.  Rangeons  les  éléments  «,,  ...,  r/„,  ...  de  E  dans  un 
ordre  tel  que  la,,  —  a!  \  ne  croisse  jamais  avec  n.  Il  suffit  de 
reprendre  le  raisonnement  de  Weierstrass,  ou  encore  de  trans- 
former le  plan  par  une  substitution  linéaire  ramenant  le  point  a! 
à  l'infini,  pour  conclure  que  le  produit 


n 


représente  une  fonction  uniforme,  ayant  comme  seuls  zéros  les 
points  de  E  et  comme  unique  singularité  le  point  a' . 

Telle  est  donc  l'expression,  sous  forme  de  produit  infini,  d'une 
fonction  quasi-entière  à  un  seul  point  singulier  essentiel. 

Généralisons  cette  formule.  Soit  E  un  ensemble  isolé  tel  que 
son  dérivé  E'  ait  tous  ses  points  sur  une  circonférence  C  décrite 
de  l'origine  comme  centre  et  soit  partout  dense  sur  C  (').  Une 
méthode  toute  semblable  à  celle  de  A\  eierstrass  conduit  à  repré- 
senter les  fonctions  analytiques  uniformes  régulières  à  l'intérieur 
(ou  à  l'extérieur)  de  C  et  nulles  aux  points  de  E  sous  la  forme 


(2) 


n 


■T^  —  an      P„( .  I 


X 


r'.<-'-;  =  'i;'7 


Les  points  aj,  ...,  «„,  ...  sont  ceux  de  E  rangés  dans  un 
ordre  convenable;  les  points  a,,  .  .  .,  y.,i-,  •  •  •  sont  des  points  de  C 
choisis  de  façon  que  lim  («/, —  a„)  =  o;  ce  choix   peut  être  fait 

d'une   infinité   de    manières,   ce   qui   permet  de  donner  diverses 
expressions  de  la  fonction  (-). 

M.  Picard  a  aussi  monti'é  (|ue  1  on  peut   former  une  fonction 


(' j  Un  ensemble  isolé  est  ilénombiable  {A.  M.,  l.  II,  p.  378),  cl,  piir  suite,  on 
en  ])eut  ranger  linéairement  les  éléments.  La  réciproque  n'est  pas  vraie  :  par 
exemple,  l'ensemble  formé  par  les  nombres  rationnels  est  dénombrable  {\"  Partie, 
p.  i5);  il  n'est  pas  isolé. 

(^)  PiCAiiD,  C  R.,  1"  semestre,  1881,  p.  G90  {Analyse,  t.  II,  p.  i45).  AI.  Picard 


EXEMPLES. 


iSj 


uniforme,  continue  dans  loul  le  plan,  saut  sur  une  coupure  recti- 
ligne,  et  admellant  comme  racines  les  points  d'un  ensemble  isolé 
sans  point  limite  en  dehors  de  la  coupure  ('  ). 

Entin,  un   important  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  (n°  296, 

note),  généralise  tous  ces  résultats  (-). 

§  III.  —  Exemples. 

Les  fonctions  dont  nous  allons  parler  ont  déjà  été  étudiées 
directement.  Mais  ici,  pour  leur  définition,  on  se  place  à  un  point 
de  vue  nouveau,  et  Ton  peut  affirmer,  sans  démonstration  directe, 
qu'elles  jouissent  des  propriétés  des  produits  absolument  et  uni- 
formément convergents  rappelées  à  la  fin  du  n"  281. 

28o.  Problème  1.  —  Traîner  /.'expression  générale  des 
fonctions  entières  qui  ont  pour  racines  la  suite  des  nombres 
entiers  positifs  et  négatifs  (d=  i ,  it:  2,  .  .  .  ). 

■+-  X 

La  série  2,  ~i  étant  convergente,  les  fonctions  les  plus  sim[)les 
du  tvpe  cherché  sont  de  genre  un.  L  une  d'elles  a  pour  expression 


(0 


n 


i)-"- 


(|ji  =  nii,  ±2,  ...): 


les  autres  s'en  déduisent  en  mullipliant  cette  fonction  particulière 
par  eS'f-^^,  g(x)  désignant  une  fonction  entière  arbitraire. 

La  convergence  absolue  de  ce  produit  permet   le  groupement 
deux  à  deux  de  ses  facteurs  (I"^  Partie,  p.   i46);  on  peut  donc 


donne  comme  exemple  d'enscmljje  V.  celui  puni-  lequel  on 

îA/r: 


a„  =  (  I )  e   n 


(^  r=  o,  1,   .  .  .  ,  /l  —  l] 


L'expression  analytique  (2)  délinil  une  fonction  qui  existe  à  l'inléricur  d<-  C 
et  une  fonction  qui  existe  à  l'extérieur  de  C  :  il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  si 
c'est  la  même  fonction  analytique,  puisque  C  est  en  général  une  coupure  fermée. 

(')  C  R.,  1882,  1"  semestre,  p.  1^06. 

C)  ^.  M.,  t.  IV,  p.  32;  188',. 
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regarder  comme  l'expression  générale  des  fonctions  cherchées  le 
produit 


(•>■) 


ggLx) 


n 


37-' 


Parmi  elles  fiffure  la  transcendante '— i  puisque  ses  racines 

el  ses  seules  racines  correspondent  aux  valeurs  ±1,  ±2,  ...  : 
pour  obtenir  cette  transcendante,  il  faut  donner  à  g{x)  la  valeur 
zéro  (  '). 

286.  PivoBLÈME  II .  —  Former  l'expression  des  fonctions 
entières  qui  ont  pour  zéros  la  suite  des  nombres  entiers 
négatifs. 

Les  fonctions  les  plus  simples  répondant  à  l'énoncé  sont  encore 
de  genre  un.  Désignons  l'une  d'elles  par  x~^  ^{x)]  on  a 


(3) 


<p(j-)  =  J:- J^ 


(M- 


Gomme  application,  cherchons  à  décomposer  en  facteurs  pri- 
maires l'inverse  de  la  fonction  eulérienne  de  deuxième  espèce. 

1"  Représentons  par  G  la  constante  d'Euler 

G  =  lim  (  n ^. .  .-i lug[jL  )  =  o,  J772r5664  .  .  ., 


(')  On  peut  le  démontrer  en  partant  de  la  relation,  vraie  pour  toute  valeur 

Unie  (le  n, 

II—  1 


-X 


sin  7:  j:" 


n 


pour  n  =  00,  elle  donne 


%\aT~.x  =  r.x  I  I  I  I  — 

U.r-1 


no 


Cf.  aussi  Picard,  Analyse,  l.  II,  p.  i5i  et  iG-.  —  Borkl,  Fonctions  entières. 
p.  82. 

(-)  D'après  ci;  (jui  précède,  nous  savons  que  ce  produit  converge  absolument 
et  unifonnémeni  :  on  peut  aussi  l'établir  directement.  Cf.  Taxnkky,  Introduc- 
tion à  la  Théorie  des  fonctions,  p.  211. 
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et  par  'fu.(^)  le  produit  des  \*- -r-  i  premiers  facteurs  de  o{X} 

,     ,        ar  (  ar  -f-  I  ) .  .  .  (  :r  — -  u  "i    —  .»•  (  i  +  -  n- . . .  h-  i  ) 
'^'  j  .  2 .  .  .  ,a 

On  peut  poser 

1  '        1  ^  1- 

I  H h  ...  H =  log  ;jL  -t-  C.  -!-  t,j,  (  lim  Eu.  =  o>  ; 


d'où 


9a(^) 


u  . 


(4)      /  On(a:-4-i)  = ■ '- e-(x.4-iMiogn+c  +  £;, 

y.. 


•       cpjj.(a7)  \xx 

Faisons  grandir  a  indéfiniment;  on  obtient  la  relation 

(5)  rz(x -\-\)  —  ~e-^-o{x). 

X  ' 

1°  Reprenons  la  première  des  égalités  (4);  pour  jjl  infini,  elle 
devient 


(6) 


,     ,     P,.        ,.        \  xix^i).  .  .(x-^  u.)     I    1 
o(x)e^-^  =  lim      ; '- 


T{x) 


d'après  la  définition  donnée  (T®  Partie,  p.  190).  Cette  relation 
montre  que  l'inverse  de  la  fonction  eulérienne  est  une  trans- 
cendante entière,  elelle  en  donne  la  décomposition  en  facteurs 
primaires.  Ce  résultat  est  dû  à  Weierstrass  ('). 

3"  La  combinaison  des  relations  (5)  et  (6)  permet  de  retrouver 
immédiatement  les  formules  (1"  Partie,  p.   191) 

(7)  T{x-i-i)  =  xr(x),  r(.c)r(t  — :r)  =    .  ~      ' 


(')  Le  produit  infini  qui  représente  l'inverse  der(a;)esl  formé  avec  la  moitié 
des  facteurs  qui  entrent  dans  le  développement  de  sin-x. 

Cette  analogie  entre  les  fonctions  circulaires  et  les  fonctions  euléricnncs  a  été 
poursuivie  par  Heine  :  la  généralisation  de  la  série  hypergéométrique  de  Gauss 
l'a  conduit  à  des  fonctions  qui  sont  formées  avec  la  moitié  des  facteurs  qui 
figurent  dans  le  développement  des  fonctions  thêta.  Ces  fonctions  sont  aux  fonc- 
tions doublement  périodiques  ce  que  les  fonctions  eulériennes  sont  aux  fonctions 
simplement  périodiques.  Cf.  Api-ki.l,  .)/.  A.,  t.  XIX,  p.  8|. 
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Pour  généraliser  cette  dernière  idenlité  et  celle  que  l'on  en  a 
déduite  (1'"^  Partie,  p.   192),  remarquons  que  l'on  a 


(8) 


Tix)Tfx^-)...r(x^  ^~T~)  =e^'^'r([jia7), 


g{x)  désignant  une  transcendante  entière,  car  les  inverses  des 
deux  membres  sont  des  transcendantes  entières  ayant  les  mêmes 
racines 

2 
-  »  • 


(o, , 


La  combinaison  des  relations  (3)  et  (6)  donne 


V{x) 


n 


e     V- 


par   suite,    dans   l'égalité   (8),   g\x)    est    une    fonction    linéaire. 
Posons 

et  déterminons  les  constantes  a  et  è  en  remplaçant  dans  la  for- 
mule (8)  X  par  ^H ;  d'après  la  première  des  formules  (-),  il 

vient 

r(x^-]  ■  .  .t(x-~  '''^^^xT(x)  =  «/'''^ÎJ^*  ■j.xY(iix). 


Cette  relation  combinée  avec  la  formule  (  8)  donne 

On  obtient  ensuite  la  valeur  de  a  en  faisant  x  ^  o  dans  l'éga- 
lité (8),  et  en  se  rappelant  que  xT[x)  tend  vers  i,  quand  x  tend 
vers  zéro.  D'où  la  relation  cliercliée 


Vi  X jT  Ix 


-,)■■■'[- 


(•2t)     2      /jJl  !jL-[J-^r(.a^). 


287.  Problème  III.  —  Former  les  fondions  entières  qui 
s' annulent  en  tous  les  points  (v  =  2  y.w -i- 2  a'oj',  ui  et  ^xl  étant 
des  constantes  dont  Le  rapport  est  imaginaire,  u.  et  a'  dési- 
gnant des  entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls. 
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La  série 

■jj.,  fx.'  =  o,  ±1,  ±:  2,  . 


.Ad   (  2  fxo) -+- 2  u' oj' )3  \       [JL  =  fx'=  o  exclus 

est  convergente  (I"  Partie,  p.  207);  elle  divergerait  si  l'on  rem- 
plaçait l'exposant  3  par  une  valeur  entière  moindre.  Donc,  parmi 
les  transcendantes  cherchées,  les  plus  simples  sont  du  genre  deux. 
L'une  d'elles  a  pour  expression 

(iv  =  -2  [xo)  -t-  7.  jjl'  10' 
|JL,  îjt.'  =  o,  dz  I,  dz  ■?.,  . 
11^  =  0  exclus 


n 


[('-- 

L\      "^J 

c'est  la  fonction  i  de  Weierstrass  (F'^  Partie,  p.  235). 

§  IV.  —  Fonctions  méromorphes  :  représentations,  propriétés. 

Après  les  fonctions  entières,  les  fonctions  les  plus  simples  au 
point  de  vue  des  singularités  sont  celles  qui  n'ont  à  dislance  finie 
d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  :  ce  sont  les  fonctions 
mérornor/)hes  ou  fiactionnaires  (').  On  peut  les  représenter 
dans  le  voisinage  de  leurs  singularités  par  le  quotient  de  deux 
séries  de  puissances,  et  même  dans  tout  le  plan  par  le  quolienl 
de  deux  fonctions  entières;  les  réciproques  sont  vraies.  Aussi 
devons-nous  revenir  sur  la  division  des  séries  de  puissances. 

288.  Théorème.  —  i"  L'inverse  d' une  série  entière  ^!i^{x). 
conK'ergenle  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  dont  le  terme 
indépendant  nest  pas  nul,  est  développahle  en  série  entière 
convergente  dans  le  voisi/îage  de  l'origine  ;  2"  Le  rayon  de 
convergence  de  ce  développement  est  égal  à  0  (si  l'on  a  p</'>- 
ou  au  moins  égal  à  r  (dans  Vhypothèse  r  <<  p),  /•  et  p  dési- 
gnant le  rayon  de  convergence  de  la  série  'i*(^)  et  le  plus 
petit  des  modules  des  racines  de  cette  série. 

Ce    théorème  résulte  évidemment  des  délinitioiis  de  Cauchy; 


(  ')  Weierstrass  désigne  souvent  ces  fonctions  sous  le  nom  Ac  fonctions  ration- 
nelles {Œuvres,  t.  II,  p.  79). 

Les  fonctions  elliptiques  fournissent  l'exemple  le  plus  intéressant  de  ce  type 
de  fonctions. 
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en  voici  la  démonstration  directe  par  les  procédés  de  Weier- 
strass  (')  : 

1°  Soit 

^{t)  =  a^)-\-  cii.r  -h.,  .-i-  a„x"^.  . .         (ao<o) 

la  série  donnée.  On  peut  déterminer  (P'^  Partie,  p.  i33  et  220) 
un  nombre  positif  ^  tel  que  l'on  ait,  dans  le  domaine  |  .r  |  <<  ;, 

1  c/ 1 07  -H  «2 ■^'  -<- •  •  •  +  «/i  .r"  -t- .  .  .  1  <  I  «0  !• 

Dès  lors,  si  l'on  désigne  par  —y  la  somme  des  termes  de  la 
série  ^S{a:),  à  l'exclusion  de  «q»  oJ^  aura  dans  ce  domaine 

I        _          I         _     I     /           JK      ,  .)'/' 

<S{cr)  ~  ao  —  y~  a^  \         «0    a'ô  '^ ' 

Le  théorème  de  la  substitution  cV une  série  dans  une  autre  série 
(r^  Partie,  p.  224)  permet,  après  avoir  remplacé  jk  par  sa  valeur 
en  x^  d'ordonner  dans  le  voisinage  de  l'origine  le  résultat  suivant 
les  puissances  de  x.  ce  qui  donne  le  développement  cherché. 

2°  En  aucun  cas,  le  rayon  de  converj^ence  de  la  série  -r. ne 

peut  évidemment  dépasser  p. 

Dans  l'hypothèse  p^/',  je  dis  qu'il  est  égal  à  p. 

En  effet,  s'il  était  inférieur  à  p,  on  pourrait  écrire,  quel  que  soil 
le  point  a  pris  sur  la  circonférence  du  cercle  de  convergence  de  la 


série 


<^{x)  =  bQ-+-bi{x  —  ci)  -i-...-h6„(3"  — a)"-l-..  .  {bo^o), 


(')  Caucliy  s'était  occupé  spécialement  du  cas  où  l'on  considère  l'inverse  d'un 
polynôme;  il  avait  déduit  de  la  recherche  du  raj'^on  de  convergence  de  la  série 
entière  qui  représente  l'inverse  de  ce  polynôme  un  procédé  pour  obtenir  le 
module  de  celle  des  racines  du  polynôme  qui  a  le  plus  petit  module  (Œuvres, 
'>.'  série,  t.  III,  p.  Sag). 

Celle  méthode  a  été  reprise  par  MM.  Runge  {A.  M.,  t.  VI,  p.  3o5)  et  Hada- 
mard  {J .  M.,  1898  ).  La  recherche  des  zéros  d'une  fonction  entière  G{x)  revient 
à  la  recherche  des  pôles  de  son  inverse  :  cette  fonction  inverse  est  niéromorphe, 
et  un  calcul  facile  fournit  les  coefficients  de  la  série  entière  qui  la  définit.  Donc 
la  recherche  des  zéros  de  G{x)  se  ramène  au  calcul  des  pôles  d'une  fonction 
niéromorphe  définie  par  une  série  entière  connue,  calcul  dont  nous  parlerons 
plus  bas  (n-  294). 
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et  par  suite  on  aurait,  dans  le  voisinage  de  a. 
I  I 


(£(x)        ho^  hi(T  —  'x)^. 


—  <'n-^  r,(  J-  —  a) 


La  fonction  -^ serait  régulière  en  tout  point  a  de  son  cercle  de 

Sï(a7) 

convergence,    ce    qui   est  impossible   (I"^    Partie,    p.    292,    3o6; 
1I«  Partie,  p.   168). 

On  raisonnerait  de  la  même  manière  dans  l'hypothèse  ;•  <<  0  (  '  ). 

289.  Corollaire.  —  Le  quotient  de  deux  séries  entières  ^(x), 
^(x),  convergentes  dans  le  voisinage  de  l'origine,  peut  être  repré- 
senté, dans  un  domaine  déterminé  avoisinant  ce  point,  par  une 
série  entière  augmentée  ou  non  d'une  fraction  rationnelle  (ajanl 
pour  seul  infini  l'origine),  suivant  que  la  série  dénominateur  ^(x) 
s'annule  ou  ne  s'annule  pas  à  l'origine.  En  d'autres  termes,  pour 
un  pareil  quotient,  l'origine  est  un  point  ordinaire  ou  un  pâle. 

Pour  l'établir,  considérons  deux  cas  : 

Premier  cas  :  Soit  ^(0)^0.  —  On  a.  d'après  le  théorème 
précédent, 

et  par  suite,  en  représentant  ^(o;)  par  «qH-  a t  x  +  . .  . ,  le  théorème 
de  Cauchy-Mertens  {V"  Partie,  p.  128)  donne 

(S(x) 


^(.r) 


=  (tob'^-h  (aob\  -h  aib'ç^)x  ^.  .  .  =  Co-^  CiX 


On  voit  même,  en  déterminant  de  proche  en  proche  par  identi- 
fication les  coefficients  c/,  qu'ils  s'obtiennent  en  opérant  la  divi- 
sion des  séries  ^(x)  et  ^(.2:^),  comme  s'il  s'agissait  de  polynômes 
ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable. 

La  région  de  convergence  du  quotient  s'étend  au  moins  jusqu'à 
la  racine  du  dénominateur  la  plus  voisine  de  l'origine,  ou  bien 
jusqu'à  la  singularité  du  numérateur  ou  du  dénominaleur  la  plus 
voisine  de  l'origine. 


(')  Il  y  a  un  théorème  analogue  relatif  à  la  région  de  convergence  du  déve- 
loppement en  série  entière  de  l'inverse  d'une  série  entière  de  plusieurs  variables 
{cf.  Baker,  Proceedings  0/  the  London  M.  S.,  if)0i-i902,  p.  296). 
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Second  cas  :  V origine  est  racine  d'ordre  p  du  dénomina- 
teur. —  On  a  alors 

A(x)  désignant  une  série  entière  convergente  à  l'origine. 
D'après  le  premier  cas,  on  peut  écrire 

el  par  suite,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  sauf  au  point  zéro,  on  a 

'■]Ù(x)  C„  C,,-i  Cl 

—     '      '       '         -I-...-; ^  -+-<:/„  H- rfi  37 +..  .. 


^{x)        xP        xi'- 


X 


290.  Une  fonction  analytique  uniforme,  sans  point  singulier 
essentiel  dans  un  domaine  (D,  ou  sur  sa  frontière,  n'a  dans  ce 
domaine  qu'un  nombre  limité  d'infinis  et  de  zéros. 

En  efTet,  si  le  nombre  des  pôles  était  illimité  dans  (D,  il  v  aurait 
un  point  limite,  intérieur  à  (0  ou  sur  sa  frontière,  contenant  dans 
son  voisinage  une  infinité  de  pôles  de  la  fonction  (P''  Partie,  p.  1 1). 
Ce  point  ne  seraitpour  la  fonction  ni  un  point  ordinaire  (puisqu'un 
point  ordinaire  est  isolé  de  tout  pôle),  ni  un  pôle  (puisqu'un  pôle 
est  isolé  de  tout  pôle)  :  ce  serait  donc  un  point  essentiel. 

La  seconde  partie  de  la  proposition  résulte  de  la  première,  rap- 
prochée de  cette  remarque  :  les  zéros  d'une  fonction  holomorphe 
sont  des  infinis  pour  son  inverse. 

Eu  particulier,  dans  tout  domaine  borné,  une  fonction  trans- 
cendante entière  a  un  nombre  Jini  de  racines,  et  une  fonction 
méromorphe  a  un  nombre  fini  de  pôles  ('  ). 

291.  La  nature  du  point  à  l'infini,  qui  a  déjà  servi  à  distinguer 
les  polynômes  des  fonctions  entières  transcendantes,  permet  aussi 
de  caractériser  la   difTérence  entre  les   deux    types   de   fonctions 


(')  Ainsi,  pour  qu'une  suite  de  nombres  a,,  a,,  ...,  a„,  ...  puisse  représenter 
les  zéros  d'une  fonction  entière  ou  les  pâles  d'une  fonction  méromorphe, 
il  faut  que  leur  ensemble  n'ait  pas  de  point  limite  à  distance  finie.  Nous  avons 
vu  (p.  178)  ou  nous  verrons  (n"  293)  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 
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méromorphes,  c'est-à-dire  entre  les  fractions  rationnelles  et  les 
fonctions  fractionnaires  transcendantes. 

Théorème.  —  Une  fonction  analytique  uniforme,  n'ayant 
à  distance  finie  ou  infinie  que  des  singularités  polaires,  est 
une  fraction  rationnelle. 

D'abord,  une  pareille  fonction  f{x)  a  un  nombre  limité  de 
pôles;  car  le  point  à  l'infini  étant  un  point  ordinaire  ou  un  pôle, 
on  peut  l'isoler  des  autres  singularités  par  une  circonférence  C 
de  ravon  suffisamment  grand.  Or,  à  l'intérieur  de  cette  circon- 
férence, la  fonction  n'a  qu'un  nombre  limité  de  pôles,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  voir  (p.  192  ). 

Désignons  par  «, ,  . . . ,  «„  les  pôles  intérieurs  à  C  ;  par  a, .  ....  -j.,, 
leurs  degrés  de  multiplicité.  Le  produit 

demeure  fini  en  tout  point  à  distance  finie,  d'après  la  définition  de 
pôle;  dès  lors,  en  vertu  du  théorème  de  Cauchy-Liou ville  généra- 
lisé (p.  93),  c'est  une  constante  ou  un  polvnome,  puisque  le  point 
infini  est  un  pôle;  f{x)  est  bien  une  fraction  rationnelle  ('). 

On  en  conclut  qu'une  fonction  fractionnaire  transcendante  a  !«■ 
point  à  l'infini  comme  point  singulier  essentiel. 

29!2.  Première  représentation  des  fonctions  méromorphes 
(Weierstrass). 


(')  C'est  en  s'occupant  des  fonctions  méromorpties  doublement  périodii|iii< 
que  M.  Méray  fut  amené  à  ce  théoième;  voici  en  quels  termes  il  l'énonça  : 

«  Une  fonction  sera  rationnelle  si,  étant  toujours  continue,  monodrome  et  mo- 
nogène, elle  présente  un  nombre  limité  d'infinis,  et  si,  pour  une  valeur  infinie  du 
module  de  la  variable,  elle  prend  une  valeur  unique  et  déterminée  (inie  ou 
infinie,  et  ne  le  sera  pas  dans  les  autres  cas  »  (  C.  /?..  inôô,  i"  f^emcstre,  p.  788). 

Cf.  aussi  Wkiekstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  79. 

Il  est  facile  d'étendre  ce  théorème  aux  fonctions  uniformes  d'un  point  analy- 
tique {x,  y)  :  une  pareille  fonction,  quand  elle  n'a  d'autres  points  singuliers 
que  des  pôles,  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y  {cf.  Hiuot,  Fonction-^ 
abéliennes.  Note  B  ). 

Le  théorème  est  encore  vrai  des  fonctions  analNliiiins  uniformes  île  plusieurs 
variables  (  n"  305). 

1-.  -  II.  ,.-î 
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Théorème.  —  Une  fonction  méromorplie  peut  être  repré- 
sentée dans  tout  le  plan  par  le  quotient  de  deux  fonctions 
entières.  Réciproquement,  un  pareil  quotient  définit  une  fonc- 
tion méromorplie  ('). 

En  efTet,  les  nombres  qui  représentent  les  pôles  d'une  fonction 
méromorplie  f{x)  vérifient  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes (p.  192  et  173)  pour  que  l'on  puisse  former  une  fonction 
entière,  transcendante  ou  non,  (j[x)  admettant  pour  racines  (et 
pour  seules  racines)  les  pôles  de  la  fonction  f{x)^  avec  un  degré 
de  multiplicité  égal  au  degré  d'infînitude.  C'est  dire  que  le  pro- 
duit f{x)  G{x)  est  une  fonction  analytique  uniforme,  régulière 
dans  tout  domaine  fini;  c'est  donc  une  fonction  entière  G|(.r).  Par 
suite  on  a 

G.Cr) 


/(^)  = 


G(^)  ' 


les  fonctions  G  et  Gj  n'ont  pas  de  zéro  commun,  car  les  racines 
de  G  donnent  au  produit  yG  des  valeurs  finies  et  différentes  de 
zéro . 

La  réciproque  est  évidente.  En  effet,  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions entières,  sans  zéro  commun,  n'a  à  distance  finie  d'autres 
singularités  que  les  zéros  du  dénominateur,  et  ces  singularités 
sont  des  pôles  (p.  191  )  (des  deux  fonctions  G  et  G)  l'une  au  moins 
doit  être  transcendante;  sinon  leur  quotient  n'aura  pas,  même 
à  l'infini,  de  singularité  essentielle). 

Remarque.  — •  La  transformation  ix^  — j  permet  d'en  con- 
clure que  le  quotient  G|  ( )  :  G( )  est  l'expression  la  plus 

\  Ou    '        Ci'  /  \  ^   "        Cl  I 

générale  des  ("onctions  analytiques  uniformes  qui  ont  une  iiifinit(' 


(')  \\  liiEUsTUASs,  Œuvres,  t.  II,  p.  102  (trad.  A.  E.  N.,  1879). 

Exemple.  —  Les  fonctions  elliptiques  se  présenteront  plus  tard  sous  la  forme 
du  quotient  de  fonctions  6  {voir  V"  Partie,  p.  248). 

I^lus  généralement,  une  fonction  méromorplie  ayant  pour  zéros  des  points  a,,  . . ., 
a„,  ...  et  pour  pôles  des  points  b^,  .  .  ■ ,  è„,  .  .  .  pesit  être  regardée  comme  le 
quotient  de  deux  fonctions  méromorplies  ayant  l'une  respectivement  pour  zéros 
et  pour  pôles  une  partie  des  points  a^^  et  6„,  l'autre  respectivement  pour  |iô!es  et 
pour  zéros  les  points  fl„  et  ^„  restants. 
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de  pôles  el  le  poinl  a  comme  seul  point  essentiel  (des  deux  fonc- 
tions entières  G)  et  G  Tune  au  moins  est  iranscendanle,  el  ces 
fonctions  n'ont  pas  de  zéro  commun). 

293.  Beprésenlation  des  fondions  niéroniorphes  par  des 
séries  de  fractions  rationnelles  (Miltag-Lefller ).  —  C'est  la 
représentation  des  fractions  rationnelles  par  le  quotient  de  deux 
polynômes  que  nous  venons  de  généraliser.  Mais  une  fraction 
rationnelle  peut  aussi  être  regardée  comme  une  somme  de  termes 
dont  chacun  possède  un  seul  pôle.  Comment  étendre  aux  fonctions 
méromorphes  ce  mode  de  décomposition  en  éléments  simples  (' )? 

Voici  le  résultat  fondamental  auquel  M.  Mitlag-Lefller  est  par- 
venu : 

Soit  un  ensemble  infini  E  sans  point  limite  à  distance  finie  : 
nous  en  supposerons  les  éléments  rangés  par  ordre  de  modules 
croissants  ou  slationnaires  en  une  suite 

(E)         «1,     «2,      •••,     (In,      ■■■         /'l  «„  I  f  I  a„+i  I;  lim  rt„  = -x^; 

V  II    -  X  J 

si  plusieurs  éléments,  en  nombre  foicément  limité,  ont  le  même 
module,  on  les  place  dans  un  ordre  arbitraire.  A  chacun  des 
points  a,,  de  l'ensemble  faisons  correspondre  une  fraction  ration- 
nelle R„  ( )  ayant  comme  pôle  unique  le  poinl  a„.  Dans  ces 

conditions,  il  existe  une  fonction  méroniorphe  ayant  pour  pôles 
les  points  donnés  et  pour  parties  principales  correspondantes 
les  fractions  considérées  (-). 

D'une  manière  plus  précise,  nous  prouverons  qu'en  relranchanl 
de  chaque  fraction  R,,  un  polynôme  convenable  Pv,_(a-),  dont  le 


(')  Le  Ihéoième  de  W'eierslrass  peut  t-lre  considéré,  avons-nous  dit  (p.  177. 
note),  comme  un  corollaire  de  celui  de  M.  Mittag-Lefller.  Inversement,  de  la 
décomposition  en  facteurs  primaires  d'une  fonction  entière  G(x),  on  conclut  un 
développement  de  sa  dérivée  logarithmique  (fotiction  méromorplie  n'ayant  que 
des  pôles  simples)  en  une  série  de  termes  rationnels  en  x  :  on  peut  dire  que  c'est 
ce  résultat  qui  conduit  à  se  poser  la  question  plus  générale  résolue  par  AI.  Alittag- 
Leffler. 

(')  Ce  théorème,  démontré  d'abord  par  M.  .Mittag-Lefller  {Bulletin  de  l'A.  li. 
de  Suède,  1877)  a  été  ensuite  établi  très  simplement  par  Weicrslrass  (Œu%'res. 
t.  II,  p.  189),  puis  avec  quelques  restrictions  par  Hermite  (/.  de  C telle,  l.  91. 
p.  5',). 
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degré  en  général  croît  indéfiniment  avec  n,  on  obtient  une  série 

(")  i  [«"  (^^)  - ''■'■H 

qui  converge  absolument  et  uniformément  dans  tout  domaine 
fermé  ne  contenant  aucun  des  points  a„  (')•  La  fonction  la  plus 
générale  du  type  cherché  s'en  déduit  par  l'addition  d'une  fonction 
entière  arbitraire  G(^). 

Comme  nous  traiterons  au  Paragraphe  suivant  un  problème 
plus  général,  nous  nous  contenterons  ici,  en  vue  des  applications, 
de  le  résoudre  dans  l'hypothèse  où  il  existe  un  entier  oj  tel  que  la 

série    >  •; r-  converfije,  où  tous  les  pôles  sont  d'un  même  ordre  de 

multiplicité  A,  enfin  où  les  parties  principales  données  renferment 
un  terme  unique,  dont  nous  prendrons  le  numérateur  égal 
à  l'unité  (-).  Pour  la  démonstration  nous  distinguerons  deux  cas  : 

Premier  cas.  —  Supposons  d'abord  )>  =  oj. 
Appelons  (D  un  domaine  boiné  quelconque  ne  contenant  aucun 
des  points  de  l'ensemble  E  ('),  et  R  le  maximum  de  |  ^  |  dans  ce 


('  )  L'adjonction  de  ces  polynômes  P.;  (jc)  aux  fractions  !->„  a  pour  but  de  rendre 
convergente  la  série  (M),  sans  d'autre  part  introduire  de  singularité  nouvelle. 

Weierstrass  prenait  comme  polynômes  P,^  les  polynômes  formés  par  les  pre- 
miers termes  du  développement  de  R„  suivant  les  puissances  croissantes  de  x 
(de  même,  ce  sont  les  intégrales  de  ces  polynômes  qui  fii:urent  en  exposant  dans 
les  facteurs  primaires  ciioisis  habituellement  par  ^^'eierst^ass)  ;  ce  sont  les  séries 
correspondantes  que  M.  Borel  appelle  séries  canoniques.  M.  Mittag-Leffler  a 
montré  que  l'on  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  ces  polynômes  P,^__ 
(n''295). 

(-)  Par  exemple,  il  suffit  d'avoir  traité  ce  cas  pour  pouvoir  écrire  les  for- 
mules (2)  (I"  Partie,  p.  i83)  et  (3)  (I"  Partie,  p.  ^38)  qui  donnent  les  déve- 
loppements des  fonctions  cot.r  et  px,  considérées  comme  définies  par  leurs  pôles 
et  leurs  propriétés  de  périodicité.  Pour  ces  fonctions,  on  a  respectivement  oj  =  2, 
X  =  I,  et  w  =  3,  >i  =  2. 

La  seule  difficulté  (c'est  du  reste  celle  qui  se  présente  d'ordinaire  quand  il  faut 
appliquer  la  formule  de  M.  Mittag-Leffler  à  une  ('(jnction  donnée)  réside  dans  la 
détermination  de  la  fonction  complémentaire  G{x). 

Cf.  Heumite,  Cours,  etc.,  4'  édit.,  p.  102.  —  Picard,  Analyse,  t.  II,  p.  ifio 
et  i65.  —  BuRKHARDT,  Eiiifiihrung,  etc.,  p.  i44- 

(')  C'est  par  exemple  le  domaine  limité  par  une  circonférence  C  de  rayon 
déterminé  (aussi  grand  que  l'on  veut),  et  par  des  circonférences  de  rayons  très 
petits  entourant  respectivement  chacun  des  points  de  E  intérieurs  à  C. 
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domaine.  On  peut  répartir  les  pôles  a,i  en  deux  catégories,  suivant 
que  l'on  a 


AR, 


AH, 


k  désignant  une  constante  arbitraire  supérieure  à  l'uniti-.  La  pre- 
mière classe  contient  un  nombre  fini  [x  de  points.  En  chacun  des 
points  On  de  la  seconde  classe,  quel  que  soit  le  point  x  de  (.0,  on  a 

(0 


X 

a,. 


< 


Considérons  la  série 


(2) 


^(a-  — a,,)'"       ^ 


(  X  —  a„  )^ 


(.r  —  a,,)" 


La  première  partie  du  second  membre  renferme  un  nombre  limité 
de  termes  tous  finis.  On  a  ensuite  une  série  dont  les   termes   se 

déduisent  de  ceux  de  la  série  numérique   convergente    7,|  <^//  i~" 

en  les  multipliant  par  une  grandeur  dont  le  module  reste  inférieur 
à  un  nombre  fixe  (indépendant  de  x  et  de  /^),  d'après  l'inégalité  (i). 
Donc  la  série  (2),  qui  répond  à  l'énoncé,  converge  absolument 
et  uniformément  dans  le  domaine  cO. 

Second  cas.  —  Supposons  X^w,  cl  d'abord  ),  >>  w.  Les  termes 
de  la  série 


(3) 


y ! . 


se  déduisent  des  termes  de  la  série  (2)  en  nuiki|iliant  ceux-ci  par 
le  facteur  (x  —  a,i)^~'\  Le  module  de  ce  facteur  n'atteint  pas  r^"^- 
pour  les  points  x  extérieurs  à  des  cercles  de  ravon  fixe  /•,  ayant 
pour  centres  les  points  a,i.  Donc  la  série  (3),  qui  répond  à  l'énoncé, 
converge  absolument  et  uniformément,  comme  la  série  (2),  dans  le 
domaine  Cô. 

Soit),  ^oj.  Intégrons  la  série  (2),  uniformément  convergente 
dans  CD,  terme  par  terme,  entre  deux  limites  aibilraires,  le  long 
d'un  chemin  arbitraire  intérieur  à  CD;  il  vient 

t/  ,.         n  =  1  n  =  \ 
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On  sait  que  la  série  obtenue  au  second  membre  converge  unifor- 
Miénient;  donc  le  théorème  est  établi  pour  À  :=  to  —  i. 

Raisonnons  sur  celte  série  comme  nous  l'avons  fait  sur  la 
série  (2).  Son  intégration  terme  par  terme  conduit  à  une  série 
uniformément  convergente  du  type 


^      ■: —  '-'■Il  —  ■^i  ^ 


/;  -1 


et  ainsi   de  suite,    jusqu'à  ce   que,    après   lo  —  X   opérations,   on 
obtienne  une  série 


(4 


n  =  i 

absolument    et    uniformément    convergente    dans    cD,    répondant 
à  l'énoncé. 

En  ajoutant  aux  séries  (2),  (3),  (4)  une  fonction  entière  trans- 
cendante arbitraire  G{x),  on  obtient  les  fonctions  les  plus  géné- 
rales du  type  cherché. 

294'.  Le  principal  avantage,  avons-nous  dit  (I''^  Partie,  p.  319), 
des  dévelojjpements  des  fonctions  méromorphes  que  nous  venons 
d'obtenir,  c'est  qu'une  expression  analytique  unique  représente  la 
fonction  dans  tout  son  domaine  d'existence;  de  plus  Tun  de  ces 
développements  met  en  évidence  les  singularités  de  la  fonction, 
l'autre  ramène  la  recherche  de  ses  zéros  et  de  ses  pôles  au  calcul 
des  zéros  de  fonctions  entières. 

Nous  ne  reviendrons  sur  la  déiinition  d'une  fonction  méro- 
morphe  par  le  procédé  de  Weierslrass  ap|)licable  à  toute  fonction 
analytique,  c'est-à-dire  sur  sa  définition  au  moyen  d'un  élcmenl 
initial,  que  pour  énoncer  des  théorèmes  simples  qui  font  con- 
naître des  relations  entre  les  valeurs  des  coefficients  de  cet  élé- 
ment (')  et  les  valeurs  des  affixes  des  pôles  de  la  fonction. 


(')  Le  premier,  M.  Darboux  a  montré,  dans  son  important  Mémoire  sur  l'ap- 
proximation des  fonctions  de  grands  nombres  {J.  M.,  1878,  p.  17),  que  la 
valeur  des  coefficients  de  la  série  dépend  de  la  nature  des  points  singuliers  de  la 
fonction  sur  le  cercle  de  convergence.  Les  tlicorèmes  que  nous  allons  énoncer 
sont  dus  à  M.  Hadamard. 
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Soit /(.r)  une  fonction  analytique  définie  par  une  série  entière 

le  ravon  de  convergence  de  cet  élrinent  (I"'  Partie,  p.  i3-)  et  par 
suite  le  module  de  la  singularité  dont  le  module  est  le  plus  petit 

(I'^  Partie,  p.  3o6)  a  pour  valeur ^ 

lim  sup.  \/\  a„  \ 

n  =  00 

i"  Supposons  que  la  fonction  f{x)  n'ait  sur  le  cercle  de  conver- 
gence C  de  l'élément  ^S{x)  i\u  une  singularité  a  et  que  a  soit  un 
pôle,  simple  ou  multiple  :  on  a  alors  (') 

=  Il  111 =  'Ji. 


«  =  00   ^«4-1  n  =  x    Ja, 

De  plus,  quand  ce  pôle  est  simple,  la  différence  entre  — —  et  sa 

limite  a  a  un  module  inférieur  à  la  puissance  /i''"'*'  diin  nombre 

fixe   inférieur  à   i.  Réciproquement,  quand  le  rapport  — ^  tend 

vers  une  limite  (appelons-la  a),  de  manière  que  la  différence  entre 
ce  rapport  et  sa  limite  finisse  par  avoir  un  module  inférieur  à  la 
puissance  /a """^  d'un  nombre  fixe  plus  petit  que  i,  le  point  a  est 
un  pôle  simple  pour  la  fonction  y*(x)  (-). 

Quand  le  pôle  a  est  multiple,  son  ordre  de  multiplicité  est 


lim  n 

n  =  » 


\     fin  a/ 


Ainsi,  dans  le  cas  d'un  pôle  unique,  on  peut  calculer  et  son  affixe, 
et  son  degré  de  multiplicité  (^). 

2"  Supposons  que  les  seules  singularités  de  la  fonction  /(.r)  sur 


(')  Rappelons  que  si  le  rapport     ,  "•^'  '  a  une  limite,  (/'|  ct„  |  a  aussi  une  limite 

et  la  même  limite;  son  inverse  est  alors  le  rayon  de  convergence  (1"  Partie, 
p.  i38). 

(')  Pour  le  théorème  direct,  cf.  Darboux,  J.  M.,  1878,  p.  i5.  —  Hadamard, 
La  série  de  Taylov  et  son  prolongement,  ii)oi,  p.  38.  Pour  la  réciproque,  cf. 
Hadamard,  /.  M.,  1892,  p.  118. 

{')  BoREL,  Fonctions  méromor plies,  p.  23. 
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le  cercle  C  soient  deux  pôles  simples  a,  et  ao.  On  a  alors 


lim  — z=  =  a,a3 

«  =  «.    y/a„ 


3°  Supposons  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle  concentrique  au 
cercle  C,  la  fonction  f{x)  ait/?  +  i  pôles,  simples  ou  multiples, 
a,,  ...,  ay,^,  et  n'ait  pas  d'autres  singularités.  Introduisons  le 
déterminant 


D„  „  = 


f/iH-/)-H 


On  a  cette  fois 


lim  sup.  'y/|  l-)/;,/. 


=     aia-i. 


'/j+i 


S'il  y  a  des  pôles  multiples,  on  doit  compter  chacun  d'eux 
autant  de  fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  son  degré  de  multipli- 
cité C). 

Réciproquement,  on  peut  trouver  à  quelles  conditions  la  fonc- 
tion y(.r)  n'a  sur  la  circonférence  C  que  des  pôles,  et  former  une 
équation  qui  ait  pour  racines  les  affixes  de  ces  pôles.  On  peut 
même  obtenir  les  pôles  situés  à  l'intérieur  de  tout  cercle  C  con- 
centrique à  C,  pourvu  que  la  fonction  reste  méromorphe  dans  C. 
Ces  recherclies  reposent  sur  la  formation  d'une  suite  de  détermi- 
nants de  même  type  que  1l)„p,  et  sur  la  considération  des  limites 
supérieures  pour  n  infini  de  leurs  racines  /?"""^'s^  pour  toutes  les 
valeurs  de  l'indice/»  (-). 

Mentionnons  encore  ce  théorème  :  une  fonction  méromorphe 
dans  un  cercle  de  rajon  supérieur  à  Tunité  ne  saurait  être  repré- 
sentée dans  ce  cercle  par  un  développement  de  Taylor  â  coejfi- 


(')  Cf.  Hadamaud,  J.  m.,  1892,  p.  119;  La  série  de  Taylor,  etc.,  ]>.  Sg.  — 
BoREL,  Fonctions  méromorphes,  p.  26  et  38.  Comme  nous  l'avons  dit  (p.  190, 
note),  M.  Iladamard  a  déduit,  de  l'élude  des  pôles  des  fonctions  méromorphes, 
un  procédé  pour  le  calcul  des  zéros  des  fonctions  enliéres  (/.  M.,  1898). 

(^)   Voir  les  références  ci-dessus. 


FONCTIONS   DONT   LES   SINGULARITES   SONT   DENOMBRABLES.  20I 

cients  entiers  (ou  entiers  complexes)  sans  se  réduire  au  quotient 
de  deux  polynômes  à  coefficients  entiers  (ou  entiers  complexes) ('). 

§  V.  —  Fonctions  analytiques  uniformes  dont  les  singularités 

SONT    UÉNO.MBRABLES. 

29o.  Reprenons  d'abord  l'étude  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes n'ajanl  à  distance  finie  que  des  singuhirités  isolées,  mais 
en  les  supposant  désormais  polaires  ou  essentielles.  Leur  en- 
semble E  n'a  pas  de  point  limite  à  dislance  finie  (-),  par  suite,  on 
en  peut  ranger  les  éléments  par  ordre  de  modules  croissants  ou 
slalionnaires. 

D'après  le  théorème  de  Laurent,  chacune  de  ces  singularités  a„ 
est  caractérisée  par  une  fonction  quasi-enlière  à  un  seul  point  sin- 
gulier  essentiel   ou    une    fraction    rationnelle    G/,  (  — )>    sans 

lerme  indépendant.  Aussi,  le  problème  de  la  recherche  des  fonc- 
tions analytiques  uniformes  n'ajant  à  distance  finie  que  des  sin- 
gularités isolées  se  pose  sous  la  forme  suivante  : 

Etant  donné  un  ensemble  E  de  nombres  (^) 
«1,     «2,      ••■,     ««,      •••  ('l  «„  I  :^  |<:/„+i  1;  «i^o;  lim  6f„  =  x\. 

à  chacun  desquels  correspond  une  fonction  donnée  G„,  exisle- 
l-il  une  fonction  analytique  uniforme  f{x)  ayant  pour  seules 
singularités  à  distance  finie  les  points  a,i.,  et  pour  parties 
principales  correspondantes  les  fonctions  Q,,  ;  cjuelle  en  est 
l'expression  analytique  ? 

M.  Miltag-Lefflcr  a  |)rouvé  l'existence  de  pareilles  fonctions  et 
en  a  obtenu  un  développement  (jui  est  valable  dans  tout  le  plan  et 
mel  en  évidence  les  points  de  E;  il  y  est  parvenu  en  suivant  la 


(')  BoRKL,  B.  D.,  1894,  p.  23;  Fonctions  inéromor])lies,  p.  iz. 

(')  En  eiïel,  loul  poinl  limite  (le  points  singuliers  est  aussi  un  pninl  singulier 
(I"  Partie,  p.  Sol). 

(')  On  peut  toujours  supposer  que  l'origine  n"est  pas  un  zéro  pour  une  fonc- 
tion entière,  et  n'est  pas  un  pôle  pour  une  fonction  méronioiphe  (car  on  peut 
toujours  déplacer  l'origine).  De  même,  on  peut  tonjums  supposii-  (|ue  l'origiiu' 
n'appartient  pas  à  l'ensemble  isolé  E. 
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méthode  indiquée  par  Weierslrass  (')  pour  le  cas  où  tontes  les 
singularités  ci-dessus  sont  des  pôles  (2). 

Voici  comment  il  procède. 

Chaque  fonction  donnée  G„  (même  la  première  fonction  G. 
puis(pie  rt(  n'est  pas  nul)  est  développable  en  série  entière  conver- 
gente dans  le  domaine  [.r  |  <<  |a«  [.  Séparons  la  série  obtenue  en 
deux  parties  :  la  première  sera  un  polynôme  P,;  (^)  renfermant 
les  termes  d'exposant  inférieur  à  un  nombre  v«,  variable  avec  n, 
dont  nous  fixerons  une  limite  inférieure;  la  seconde  Jl^  i^)  con- 
tiendra les  autres  termes  et  représentera  le  reste  de  la  série.  On  a 
ainsi 

G«(:;r-^r)  =Pv„(^)  +  c!Rv„(^)        (Ul<l«.l). 


Désignons  par  k  un  nombre  positif  arbitraire  inférieur  à  l'unité, 
et  introduisons  une  suite  infinie  de  quantités  positives  £,,  .... 
£„,  ...  telles  que  la  série  £|  + .  .  .  +  s„  + .  .  .  soit  convergente. 
Pour  chaque  discontinuité  rt„,  on  |)eul  déterminer  un  nombre  v,, 
(et,  dès  lors,  une  infinité  de  nombres  v,^)  par  la  condition  que  la 
somme  des  modules  des  termes  de  A,j^{x)  ne  dépasse  pas  e„ 
au  point  x  de  l'axe  réel  ayant  pour  abscisse  k\an\.  S'il  en 
est  ainsi  en  ce  point,  a  fovLiovi  en  sera-t-il  de  même  dans 
le   domaine   |  .r  |  ^  A- j  <:/„  |,   et   l'on   aura  dans  ce   domaine 


Considérons  alors  la  série 

/!  =  1 

Je  dis  d'abord  {\y\elle  est  Jiolomorphe  dans  tout  le  plan,  sauf 
au  voisinage  des  points  de  discontinuité  «„. 


(')  Monatsberichte  dei-  A.  zii  Berlin,  18S0;  Œuvres,  l.  II,  p.  189.  Voir  aussi 
BoiiKL,  Fonctions  rnéromorphes,  igoS,  p.  10. 

(^)  Cf.  Mittag-Leffler,  B.  D.,  1879;  C-  li.,  1882,  et  surtout  son  Mémoire 
fondamental  sur  la  représentation  analytique  des  fonctions  monogènes  uniformes 
{A.  M.,  t.  IV,  188',). 

Ses  théorèmes  ont  été  étendus,  dans  une  certaine  mesure,  aux  fonctions  de 
p  variables.  Cf.  Cousin,  A.  M.,  t.  MX,  p.  38. 
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En  effet,  soit  x  un  point  distinct  de  ces  discontinuités.  Si  grand 
que  soit  son  module  /',  on  peut  trouver  une  valeur  n'  de  ii  telle 
que,  si  l'on  considère  dans  E  l'élément  «„•  correspondant,  on 
ait  I-  <i  k\an'\-  Séparons  la  série  (2)  en  deux  parties,  contenant 
respectivement  ses  n' — i   jiremiers  termes  et  les  termes  restants. 

La  première  partie  (n  <!  n')  a  une  valeur  finie  et  déterminée  en 
tout  point  X  distinct  des  discontinuités,  puisqu'elle  a  un  nombre 
limité  de  termes,  et  que  chacun  d'eux  G» —  P„^  est  la  dinérence 
de  grandeurs  déterminées.  La  seconde  (n^n)  est  une  série  dont 
chaque  terme  A.^^  est  une  série  entière  convergente  dans  le 
domaine    |  j?  |  <^  |  «„  | ,    et   a  fortiori   dans    le    domaine    |^|^/-, 

puisque  l'on  a 

I  ««'!  ?!  an  \- 

De  plus,  à  chacun  de  ces  termes,  on  peut  appliquer  les  inéga- 
lités (i)  dans  le  domaine  |  x  |  ^ /'  :  ces  termes  cR^^,,  cîR.,^  ,  j,  .  .  .  ont 
leurs  modules  inférieurs  à  ceux  de  la  suite  î„',  e«.4-i.  De  la  con- 
vergence de  la  série  numérique    ^  î«  on   peut   donc  déduire  la 

convergence  uniforme  de  la  série  2_^^'iS^)'i  P^''  suite  (I"  Partie, 

p.   219  ou  11'^  Partie,  p.  90)  celte  série  est  liolomorplie  dans  le 
domaine  |.r  |  ^z". 

On  en  conclut  que  la  série  (2)  converge  absolument  en  tout 
point  X  n'appartenant  jias  à  l'ensemble  E,  et  uniformément  dans 
le  voisinage  de  chacun  de  ces  points  x.  Elle  représente  une  fonc- 
tion satisfaisant  aux  conditions  du  problème. 

Pour  en  déduire  une  expression  pouvant  représenter  toutes  les 
fonctions /(.r)  du  type  défini,  on  remarque  que,  d'après  la  défi- 
nition de  fonction  caractéristique,  chaque  différence 

est  holomorpbe  dans  le  voisinage  de  «„.  Dès  lors,  l'expression 
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sera  holomorphe  clans  tout  le  plan.  Désignons  par  G(x)  cette 
fonction  entière  transcendante;  l'expression  générale  des  fonc- 
tions cherchées   sera 


(3) 


/(^)  =  G(-^)+^  [^"'(73:77;^  -  ''■'"' '"^l 


C'est  la  formule  de  M.  Mittag-Leffler.  La  série  obtenue  converge 
absolument  dans  tout  le  plan,  sauf  aux  points  «i,  .  .  .,  «„,  .  .  .,  el 
uniformément  dans  tout  domaine  fermé  ne  contenant  aucun  de 
ces  points  ('). 

296.  M.  Mittag-Leffler  a  ensuite  étudié  le  cas  où  l'on  considère 
un  ensemble  isolé  quelconque  )l.^  dont  tous  les  points  doivent  être 


^')  Si  le  point  zéro  figurait  dans  l'ensemble  E  avec  la  fonction  caractéris- 
tique GJ  —  j,   on  pourrait,  avons-nous  dit,  ramener  ce  cas  au  cas  traité  dans  le 

texte  par  un  changement  d'origine;  on  pourrait  aussi  obtenir  la  fonction  cher- 
chée f{x)  en  ajoutant  cette  transcendante  G,,  au  second  membre  de  la  rela- 
tion (3). 

Les  polynômes  P^  que  l'on  a  introduits  pour  assurer  la  convergence  du  déve- 
loppement n'ont  pas  une  seule  et  unique  détermination,  puisque  l'on  peut  choisir 
d'une  infinité  de  manières  la  constante  A'  et  les  nombres  de  la  suite  e.  La  déter- 
mination pratique  des  degrés  de  ces  polynômes  a  été  étudiée  par  divers  auteurs. 
Cf.  Jordan,  Analyse,  2°  édit.,  t.  II,  p.  3i6.  —  Hkrmite,  Cours,  etc.,  4"  édit., 
p.  100. 

Exemples.  —  Représentons  par  a  une  constante  positive,  par  b  un  nombre 
quelconque,  par  c  et  cl  des  nombres  réels,  et  considérons  les  fondions 

Y{a)T(x)  H'(.r)        Y(b)Y{x)  V{x) 

col.r, 


Y{a  +  X  )  '      H  (  JT  )  V{b  +x)         V  (c  -^  x)  Y  {d  ^,-  x  ) 

Pour  les  développer  en  série  de  Mittag-Lcffier,  il  suffit  de  prendre  respecti- 
vement, comme  poljnomes  Py  ,  zéro,  des  constantes,  des  polynômes  du  premier 
degré,  des  polynômes  dont  le  degré  est  limité,  mais  peut  être  quelconque,  des 
polynômes  dont  le  degré  croît  indéfiniment  avec  n.  Ce  sont  encore  des  poly- 
nômes dont  le  degré  finit  par  croître  au  delà  de  toute  limite  qu'il  faut  retran- 
cher de  chaque  partie  principale,  pour  obtenir  le  développement  des  fonctions 
doublement  périodi(|ues  de  troisième  espèce  (on  obtient  de  pareilles  fonctions 
en  divisant  un  produit  de  fonctions  6  par  un  produit  de  fonctions  de  même 
forme). 

Cf.  Hermitk,  J.  de  Crelle,  t.  92,  p.  i^â;  Cours,  etc.,  4°  édition,  p.  i5o,  i53. 
—  Appkll,  a.  E.  N.,  i8S5,  p.  67. 
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des  singularités  pour  la  fonclion  à  représealer  ('),  el,  par  suite, 
le  cas  où  celle  fonclion  a  comme  singularités  tous  les  points 
deE-l-E',  E' désignant  l'ensemble  dérivé  de  E(r''  Partie,  p.  3o4). 
Un  ensemble  isolé  est  dénombrable  (p.  iS/j,  note);  aussi  on  peut 
supposer  les  éléments  de  E  rangés  en  une  suite  linéaire  a^,  .  •  ., 
ctit^  ....  A  cbaque  élément  <7„  faisons  correspondre  une  fonclion 

quasi-entière  à  une  seule  sini^ulaulé,  G„  ( )>  s'évanouissanl 

avec  (j7  —  (in)~^  (^'  •• 

Théorilme.  —  On  peut  former  une  expression  analytique 
qui  soit  régulière  dans  tout  le  plan,  sauf  au  voisinage  des 
points  de  l'ensemble  E  4-  E',  et  qui  devienne  régulière  dans  le 


(')  Avant  .M.  Miltag-Leffler,  W'eierstrass  (1876)  avait  représenté  les  fonctinns 
qui  ont  un  nombre  fini  de  singularités  isolées  (c,,  . . . ,  r__  )  sous  les  formes 


i«.(ï^.)'  n-^-iî^j" 


(•^). 


et  celles  qui  ont  un  nombre  fini  de  points  essentiels  (c,,  ...,c„)  et  un  nombre 
cjuetconque  de  pôles  sous  les  formes 


i:«".(:f^j  n^A^j 


les  éléments  G,,  ...,  G,,,  sont  tels  (|ue  deux  d'entre  cn\  iiiiient  pas  de  zéro  com- 
mun, et  qu'aucun  d'eux  ne  s'annule  en  l'un  des  points  c./.  H(x)  est  une  fraclion 
rationnelle  qui  n'a  ni  racines,  ni  pôles  en  dehors  des  points  c,,. 

Les  réciproques  sont  vraies  (Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  116). 

En   s'aidant  de  la   transformation   (2oC,x  -h  —)>   M.    Picard   avait   facilemcnl 

étendu  ces  théorèmes  de  Weierstrass  aux  fonctions  analytiques  uniformes  qui  ont 
un  nombre  fini  de  lignes  singulières  et  un  nombre  quelconque  do  pôles  (C  /{.. 
1882,  i"'  semestre,  p.  i4o5). 

(^)  Précédemment  (p.  201),  E'  x-enfermait  un  seul  point,  le  point  infini;  ici, 
pour  abréger,  nous  supposerons  que  E'  a  tous  ses  points  à  dislance  finie  (el  que  o 
ne  fait  pas  partie  de  E).  Mais  le  raisonnement  ncxclut  pas  cette  hypothèse  : 
si  E'  renfermait  le  point  infini,  on   remplacerait  dans  ce  qui   va  suivre  a„—  x 


a„  —  00  I 

et  -^ par  - —  et 


a.. 
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voisinage  de  chaque  point  an  de  E,  loi'sqi/on  en  retranche  la 
fonction  correspondante  Oui- )  (')• 

Commençons  pai'  une  remarque.  Les  nombres  \a,i  —  a' \ 
{a„  représente  un  point  particulier  fixe  de  E  et  a'  désigne  suc- 
cessivement chacun  des  poiuts  de  E')  ont  une  limite  inférieure  p„ 
qui  n'est  ni  nulle,  ni  infinie,  et  il  j  a  un  ou  plusieurs  points  a' 
de  E'  tels  que  |  «„  —  a'  |  ^  p«.  Appelons  a\^  ce  point  ou  l'un  de  ces 
points  choisi  arbitrairement  s'il  y  en  a  plusieurs.  Ainsi,  à  chaque 
point  ciii  de  E  correspond  un  nombre  o„  et  un  point  a\^  de  E'. 

Il  n'y  a  jamais  une  infinité  de  points  a«  pour  lesquels  o,j^a, 
a  désignant  un  nombre  positif  arbitraire.  En  effet,  s'il  y  avait  une 
infinité  de  points  (/„  dont  la  dislance  à  leurs  correspondants 
surpassât  a,  ces  points  cin  auraient  un  point  limite  a'  (I"  Partie, 
p.  2i),  point  limite  qui  ferait  partie  de  E'.  Dans  le  voisinage  de  ce 
|)oinl  rt',  il  y  aurait  une  infinité  de  points  c(,i  tels  que  pour  ces 
points  \an  —  a' \  surpasserait  a  (en  vertu  de  l'hypothèse),  et  tels 
que  j)our  ces  mêmes  points  \a,i  —  a' \  serait  inférieur  à  tout 
nombre  donné,  et  par  suite  à  a  (puisque  a'  serait  un  point  limite 
pour  ces  pointsj  :  il  y  a  contradiction. 

C'est  dire  que,  à  tout  nombre  arbitraire  a  correspond  un 
nombre  fini  N  tel  que  l'hypothèse  /i^N  entraîne  p„<^a  (en  d'autres 
termes,  \a,i  —  a\^\  tend  vers  zéro,  quand  n  grandit  indéfiniment). 

Cette  remarque  faite,  revenons  au  théorème. 

Chaque  fonction  G,,  fon  suppose  que  a,i  n'est  ni  nul,  ni  infini) 
est  développable,  dans  le  domaine  \x  —  <"^,  |  ^  |  <^'«  —  a\^  |,  en  série 
procédant  suivant  les  puissances  de  «„  —  a\i  :  x  —  a\^  (V^  Partie, 


(')  Cette  expression  analytique  représente  une  fonction  monogène  unifornae 
dans  le  cas  où  l'on  restreint  le  choix  de  l'ensemble  E,  en  supposant  que  Ten- 
semble  E -t-  E' constitue  la  frontière  complète  d'un  domaine  continu  O  d'un  seul 
tenant  {A.  M.,  t.  IV,  p.  22). 

M.  .Mittag-Leffler  a  aussi  obtenu  (p.  32)  une  expression  analytique  représentant, 
sous  forme  de  produit  infini,  une  fonction  monogène  uniforme  qui  est  régulière 
et  différente  de  zéro  dans  tout  le  domaine  tO,  s'annule  aux  points  de  E  à  la 
manière  des  fonctions  entières,  et  a  les  points  de  E'  comme  points  singuliers 
essentiels.  C'est  une  généralisation  des  théorèmes  de  Weierstrass  (p.  178)  et  de 
M.  Picard  (p.  184  ). 


FONCTIONS   DONT    LES   SINGULARITÉS    SONT    DÉNOMBRABLES.  x.; 

p.   223;  II*"  Parlie,  p.    io6).  Séparons  comme  ci-dessiis  ce  d«''ve- 
loppemenl   en   deux   parties   :    un    polynôme    V.,  ( ^"  ~  ^"  )  ,    une 

série  A^^i— j^j,    le  nombre  v,^  étant  clioisi   de  façon  que   le 

module  de  ce  reste  n'atteigne  pas  z,i  dans  le  domaine 
k\x  —  a'„  \  =  \a,i  —  ci'„  \, 

î,i  et  A-  ayant  le  même  sens  que  précédemment.  Je  dis  que  la  série 


(2 


répoud  à  l'énoncé. 

En  effet  :  i"  soit  ^o  uu  point  à  dislance  (iuic  n'appartcnani  pas 
à  ^ensemble  E  4-  E'  :  les  points  x  d'un  ensemble  C  défini  par  bi 
relation  \x  —  ^QJ^p,  où  p  a  une  valeur  déterminée,  jouiront  de 
la  même  propriété.  Les  nombres  \x  —  a  \,  où  x  et  a'  désignent 
des  points  quelconques  de  C  et  de  E',  ont  une  limite  inférieure  /; 
par  suite,  dans  Tensemble  C^  on  a  toujours 


Posons 
Puisque  l'on  a 


\x  —  a'n\x,l. 


pour  les  valeurs  de  ii  égales  ou  supérieures  à  un  nombre  fixe  N, 
on  a,  pour  ces  mêmes  valeurs, 

I  Uu  —  «',  :  J^  —  a'n  I 

inférieur  à  a  :  /  ou  à  /,'.  Il  en  résulte  que  l'on  peut  délerminoi- 
un  nombre  jN'  assez  grand  pour  que  l'on  ait  à  la  fois  en  tous 
les  points  de  C 

X  —  Un   |(„5.v)  Âmd  ^mà^ 

Donc,    le    développement   de    G«,    suivant    les    puissances    de 
a,i — «',<!«  —  (l'u^  converge  en  tous  les  points  de  C,  et  de  plus 
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dans  ce  domaine  la  série  (2')  converge  uniformément.  Du  reste, 
G„  est  liolomorphe  dans  le  voisinage  de  Xo  ',  par  suite,  la  série  (2') 
est  elle-même  holomorplie  dans  ce  voisinage  (P^  Partie,  p.  21g; 
IP  Partie,  p.  g5). 

2°  Considérons  maintenant  un  point  ap  de  E.  On  peut  définir 
autour  de  Op  un  domaine  t(  assez  petit  pour  que,  dans  ce  domaine, 
ap  soit  le  seul  point  appartenant  à  E  +  E'.  De  même  que  la 
série  (2')  convergeait  uniformément  dans  le  domaine  6,  de  même, 

si  l'on  retranche  de  cette  série  la  fonction  G„( l»  la  diffé- 

i'\x  —  ap/ 

rence  obtenue  sera  uniformément  convergente  dans  le  domaine  ci, 
et,  par  suite,  cette  différence  sera  liolomorphe  dans  o,. 

Donc,  la  série  (2')  jouit  bien  des  deux  propriétés  énon- 
cées ('  ). 

M.  Mittag-Leffler  a  étendu  ces  recherches  (-).  Il  a  réparti  les 
fonctions  analytiques  en  deux  classes,  suivant  que  leurs  sin- 
gularités forment  ou  non  un  ensemble  dénombrable  :  les 
premières  sont  représentées  par  des  sommes  d'expressions  ana- 


{')  Il  y  a  une  inlinité  de  séries  (  2' )  répondant  à  l'énoncé,  puisqu'on  peut  choisir 
d'une  infinité  de  manières  les  nombres  A",  s,,  Sj,  ....  et  que  dans  certains  cas  on 
peut  choisir  entre  plusieurs  éléments  de  E'  celui  que  l'on  associera  à  (7„. 

(*)  A.  M.,  t.  IV,  p.  57.  raisons  seulement  quelques  mots  du  point  de  départ 
qu'il  adopte. 

M.  Cantor  dislingue  deux  classes  de  nombres.  Ceux  de  la  première  classe 
résultent  du  principe  habituel  de  formation  des  entiers  :  on  les  obtient  en  ajou- 
tant l'unité  à  tout  nombre  déjà  formé.  Ils  sont  représentés  par  la  suite  1.  2,  ..., 
n,  .... 

Les  nombres  de  la  seconde  classe  s'obtiennent  soit  par  l'application  de  la  loi 
ci-dessus,  soit  par  un  second  principe  qui  consiste  à  faire  correspondre  par  défi- 
nition à  toute  suite  indéfinie  de  nombres  croissants  un  nouveau  nombre  immé- 
diatement supérieur  à  tous  ceux  de  celte  suite.  Ainsi,  le  symbole  o)  désignant  le 
plus  petit  nombre  transfini  (I"  Partie,  p.  18),  les  nombres  de  la  seconde  classe 
seront 

iij ,     (0  4-  I ,     . . . ,     w  -1-  rt ,     ....     w .  2 ,     to .  2  -I-  I ,     ....     (0.3,     . . . ,     to .  // ,     . . . , 
w-,      ...,     w',      ...,     10",      ...,     Oj"'",      .... 

Cela  posé,  soit  E  un  ensemble  quelconque  situé  dans  un  espace  continu  à 
n  dimensions.  S'il  n'est  pas  de  première  espèce  (I"  Partie,  p.  22),  ses  ensembles 
dérivés  E',  ...,  E",  ...  ont  tous  un  ensemble  commun,  que  Ton  désigne  par  E"'. 
Cet  ensemble  E'"  peut  avoir  un  nombre  fini  ou  infini  de  dérivés  E""*"',  E"^-,  .... 
S'il  en  a  un  nombre  infini,  les  ensembles  E",  E"^',  ...  ont  un  ensemble  commun. 
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lytiques  qui  peuvent  être  rangées  en  série  simple  et  sont  formées 
d'éléments  possédant  chacun  un  seul  point  singulier  (ces  points 
sont  les  points  singuliers  de  la  fonction). 

§  VI.  —  Fonctions  analytiques  de  plusieurs  variables  C). 

297.  Pour  introduire  de  pareilles  fonctions,  comme  pour  étudier 
celles  à'uiie  seule  variable,  Weierstrass  part  de  la  considération 
dune  série  entière  :  cet  élément  représente  dans  sa  région  de 
convergence  une  fonction,  qui  se  trouve  ensuite  définie  et  repré- 
sentée dans  tout  son  domaine  d'existence  par  un  svstème  mono- 
gène de  séries  de  puissances  (I*"*^  Partie,  p.  33o)  [-). 

Ce  domaine  lô  renferme  l'ensemble  des  points  que  l'on  peut 
atteindre  par  prolongement;  il  est  continu  et  d'un  seul  tenant  : 
en  clia(|iie  point  intérieur,  la  fonction  est  régulière  ;  tout  |)oint  de 
sa  frontière  est  appelé />o////  singulier. 

Montrons  qu'il  existe  toujours  de  pareils  points  ou  encore  que 
le  domaine  cO  est  bornr  (  •'). 


que  l'on  représente  par  E"--.  .Même  loi  pnur  la  formalioii,  s'il  y  a  lieu,  d'in- 
scmbles  E"-^,  ...,  E"",  ..... 

Do  là,  la  lépartition  des  ensembles  de  points  singuliers  en  classes  auxquelles 
pourra  coriespondre  une  ciassification  des  fonctions  uniformes. 

Pour  les  ensembles /e/v«e's  (et  ce  sont  les  seuls  qui  se  présentent  dans  l'étude 
des  singularités  des  fonctions  uniformes),  MM.  Cantor  {M.  A.,  t.  XXIII,  p.  471) 
et  Bendixson  {A.  M.,  t.  II,  p.  426)  ont  démontré  ce  théorème  : 

Si  un  ensemble  fermé  E  est  dénombrable,  un  des  ensembles  E*  se  réduit  a 
zéro;  si  un  ensemble  ferme  E  n'est  pas  dénombrable,  un  des  ensembles  E* 
est  parfait  (  E*=  E'''+'),  a  désignant  un  nombre  de  la  première  ou  de  la 
seconde  classe. 

C'est  sur  cette  proposition  et  sur  la  géncriilisMlion  des  considérations  déve- 
loppées plus  haut  que  repose  la  démonstration  du  théorème  énoncé  dans  le 
texte. 

(  '  )  Cf.  Weierstrass,  liecherches  sur  les  fonctions  2  r  fois  périodi'/ues 
de  ir  variables  (/.  de  Crelle,  t.  89;  Œuvres,  t.  II,  p.  laS;  traduction  B.  D., 
1882,  p.  m);  Propositions  relatives  aux  fonctions  analytiques  de  plusieurs 
variables  (Œuvres,  t.  II,  p.  i35).  Le  second  de  cls  Mémoires  a  été  commenté 
par  .M.  Dautheville,  A.  E.  N.,  i885,  S. 

(■)  Dès  lors,  une  infinité  dénombrable  d'éléments  suffit  à  déterminer  une 
fonction  analytique  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  puisque  dans  les  deux  cas 
les  coefficients  de  l'élément  initial  forment  un  ensemble  dénombrable. 

(')  Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  ij5. 
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Soient  /{Xi ,  .  .  .  ^  Xp)  la  fonction  considérée  et  ^(.rj ,  .  .  . ,  Xp) 
son  élément  générateur  (').  Deux  cas  sont  possibles  : 

i"  La  série  ^  converge  en  tout  point  à  distance  finie,  c'est- 
à-dire  pour  tout  système  de  valeurs  finies  des  arguments  :r, , ..., 
Xp.  Alors,  si  l'on  désigne  par  ^fa(-^)  — <^\i  ...iXp — a^,)  un  autre 
élément  de  la  fonction  y",  ayant  pour  centre  le  point  («,,  .  .  .,  rt^), 

la  relation 

^^(a-i,  .  ..,x,,)  =  ^lùa(a:i—  a,,  .  ..,x,,—  a,,) 

est  satisfaite  en  tout  point  (^Tj,  ...,Xp)  à  distance  finie  appar- 
tenant au  domaine  de  convergence  de  la  série  9?^.  Or  celte  égalité 
est  impossible,  si  les  nombres  a,,  ...,  ap  n'ont  pas  tous  à  la 
fois  des  valeurs  finies.  Il  s'ensuit  que,  dans  le  cas  considéré,  un 
point  {Xi,  ...,Xp)  est  à  l'intérieur  ou  sur  la  frontière  de  Ci) 
suivant  qu'il  est  à  distance  finie  ou  à  l'infini. 

■2°  La  série  'J?  cesse  de  converger  en  des  points  à  distance 
Jinie.  Alors,  parmi  ces  points,  il  y  en  a  au  moins  un  oîi  la  fonc- 
tion n'est  plus  régulière  (on  s'en  rend  compte  en  raisonnant 
comme  pour  établir  le  théorème  analogue  relatif  aux  fonctions 
d'une  variable)  (p.  i68),  et  par  suite  le  domaine  d'existence  de  la 
fonction  y  a  ce  point  comme  point  frontière  (^). 

298.  Théouème.  —  Une  série  dont  les  éléments  sont  des  fonc- 
tions de  p  variables,  holomorphes  dans  un  domaine  multiple  (S) 
d'un  seul  tenant  et  continues  sur  sa  frontière,  définit  une 
fonction  holomorphe  dans  ce  domaine,  pourvu  quelle  con- 
verge uniformément  dans  ce  domaine  et  sur  sa  frontière. 

En  effet,  considérons  les  cercles  de  convergence,  relatifs  à  tous 
les  éléments  de  celte  série,  qui  ont  pour  centre  un  point  arbitraire 


(')  Nous  supposons  à  distance  Jinie  le  centre  de  l'élément  initial,  ce  qui 
permet  de  le  ramenei'  à  l'origine. 

Le  centre  (a,,  ...,o  )  d'un  élément  pourrait  èlre  tel  que  quelques-uns  des 
nombres  Op  ...,  a  fussent  infinis  :  on  conviendrait  alors,  comme  pour  les 
fonctions  d'une  variable,  de  remplacer  cha(|ue  binôme  correspondant  {x  —  oc) 
par  J7~'. 

(^)  Ainsi,  une  fonction  analytique  a  au  moins  une  singularité  sur  les  circon- 
férences des  cercles  de  convergence  de  chaque  élément. 
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de  cD  ;  donnons  à  /?  —  i  variables,  par  exemple  a  x-2,  .  .  .  ,  x^, 
des  valeurs  fixes  intérieures  à  la  fois  à  tous  ces  cercles,  et  re^ar- 
dons  la  série  comme  dépendant  de  la  p^'='"^  variable  x,.  En  vertu 
d'un  théorème  établi  plus  haut  (p,  90),  celle  série  représente- 
alors  une  fonction  holomorphe  relativement  à  x,,  et  par  suite 
aussi,  dans  des  conditions  analogues,  une  fonction  holomorphe 
de  X2,  ..-,  de  Xp.  Dès  lors,  puisque  la  série  est  bornée,  elle 
définit  une  foncliou  holomorphe  par  rapport  à  l'ensemble  des 
variables  ('  ). 

Théorème.  —  Deux  fonctions  analytiques  de  p  variables, 
holomorphes  dans  un  domaine  â3((0(,  ...,  (.0^)  et  prenant  les 
mêmes  valeurs  sur  un  ensemble  infini  o(0(,  ...,o^)  intérieur 
à  (0,  coïncident  dans  tout  le  domaine  (D. 

Ce  théorème  se  ramène  au  cas  particulier  { p  =  i)  démontré 
précédemment  (1""  Partie,  p.  2i3).  En  effet,  soient 

f(Xi,...,Xp),     fiiXi,  .  .  .,x,,) 

les  fonctions  considérées;  désignons  leur  différence  par 

et  donnons  aux  variables  x-i^  . . . ,  Xp  des  valeurs  fixes  «o?  •  •  •  1  «/>, 
choisies  arbitrairement  dans  les  ensembles  Oo,  ...,  Op.  La  fonc- 
tion à\ine  variable 

0{Xi,  «2,    •  ..,  Clp) 

est  holomorphe  dans  cî),  ;  dès  lors,  puisqu'elle  est  nulle  sur  0,, 
elle  est  nulle  dans  (0,,  quel  que  soit  le  point  (a^j  •••,  «/?)  choisi 
dans  (Ô2,  ...,o^).  Ainsi,  la  fonction 

est  nulle  sur  l'ensemble  (lO, ,  Oo,  . .  . ,  Op). 


(')  W'eierstrass  est  parvenu  à  ce  résultai  par  des  considérations  empruntées 
uniquement  à  la  théorie  des  séries  {voir  la  référence,  I"  Partie,  p.   219,   note). 

On  peut  rapprocher  de  ce  théorème  les  propositions  de  .M.  Osgood  {M.  A., 
t.  LU,  p.  '(63  et  t.  LUI,  p.  461)  relatives  aux  fonctions  analytiques  définies 
par  les  conditions  de  Cauchy  {voir  p.  161). 
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De  même,  la  fonction 

OÙ  (A|,<73,..  •  j  «/j)  représente  un  point  arbitraire,  mais  fixe,  de 
l'ensemble  ((D),  03,  ,  . . ,  o^),  est  nulle  sur  ôo,  et  par  suite  est  nulle 
dans  C02-  Dès  lors,  d'après  le  raisonnement  précédent,  elle  est 
nulle  sur  l'ensemble  (oD,,  (©2,  83,  ... ,  ^p).  De  proche  en  proche, 
on  montrerait  de  même  que  la  fonction  est  nulle  dans  tout  le 
domaine  CD. 

299.  Le  ]:)lus  important  des  théorèmes  de  Weierstrass  sur  les 
fonctions  de  plusieurs  variables  concerne  leur  décomposition  en 
facteurs. 

Les  fonctions  entières  à'une  seule  variable  ont  leurs  zéros 
isolés;  aussi  il  n'était  pas  impossible  d'essayer  de  les  représenter 
par  le  produit  d'un  nombre  infini  d'éléments  ayant  chacun  une 
seule  racine.  Mais  les  systèmes  de  nombres  qui  annulent  une 
fonction  de  plusieurs  variables  forment  une  suite  continue 
(n°  301);  dès  lors,  il  n'y  avait  pas  à  chercher  à  étendre  à  ces 
fonctions,  sans  des  modifications  profondes,  le  beau  théorème 
relatif  à  leur  décomposition  en  facteurs  primaires.  Ce  à  quoi 
Weierstrass  est  parvenu,  c'est  à  remplacer  une  fonction  holo- 
morphe  qui  s'annule  en  un  point  par  le  produit  de  deux  autres 
dont  l'une  n'a  plus  de  zéro  en  ce  point;  par  là,  il  met  en  évidence 
ce  qu'on  peut  appeler  la  partie  de  la  fonction  donnée  qui  s'annule 
au  point  considéré  ('). 

D'une  manière  plus  précise,  soit  ^(.r,  ^.  . .  ^  Xp)  une  série  entière, 
convergente  dans  des  cercles  C, ,  .  . . .  C^  ayant  l'origine  pour  centre 
et  nulle  à  l'origine  sans  que  'i^â^ijO,  ...,o)  soit  identiquement 
nulle  (-);  on   peut  déterminer  des  cercles  r,,   ...,  Cp  concen- 


(')  Œuvres,  t.  II,  p.  i35.  —  En  publiant  ce  tliéorème  (1879  et  1886),  Weier- 
strass a  rappelé  qu'à  plusieurs  reprises,  depuis  1860,  il  l'avait  enseigné  dans  ses 
Leçons  à  l'Université  de  Berlin. 

(^)  Celte  hypothèse  peut  toujours  être  faite,  car  le  cas  où  9?(^i,  o,  . . .,  o)  s'an- 
nule pour  toute  valeur  de  x^  se  ramène  par  un  changement  linéaire  de  variables 
à  celui  du  texte.  En  effet,  posons 

<r(^„  ...,a-^)  =  r.^{x„  ...,x^)  +  ~^^,{x,,  ...,x^)+..., 
-K     T     ,,  ...  désignant  l'ensemble  des  termes  de  la  série  T  dont  les  degrés  sont 
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triques  aux  cercles  C),  ...,  G^  et  de  rayons  moindres,  lels  que 
l'on  ait  dans  ces  cercles 

(W)  r^(-'v--'"'^^ 

(        =  ^ii(xi,...,x,,)[x'i-+-pi(x2,...,Xp)x'l-^-i-...-hpn(jr2,...,.T„)]  : 

le  premier  facteur  ^^,  est  une  série  entière  qui  converge  dans  les 
cercles  c,,  . . . ,  c^  et  ne  s'annule  plus  à  leur  intérieur;  le  second 
facteur  est  un  polynôme  entier  en  :r,,  ayant  pour  coefficients  /?/ 
des  séries  entières  convergentes  dans  le  domaine  (cj,  . .  . ,  Cy,)  et 
nulles  à  l'origine  ('),  son  degré  est  égal  au  plus  faible  exposant 

de  X,  dans  la  série 

^(Xi,  o,  .  .  .,  o). 

Nous  démontrerons  ici  cette  proposition  en  supposant  ^  =  2, 
et  nous  suivrons  la  méthode  indiquée  [)ar  M.  Simart  ('-). 

Dévelo|)poiis  la  fonction  donnée  9?(.r,,  x-y),  liolomorphe  à  l'ori- 
gine et  nulle  en  ce  point,  suivant  les  puissances  ôeXf  Nous  avons 
vu  que  si  le  développement  de'j?(xj,  o)  en  série  entière  commence 
par  un  terme  de  degré/?  en  jc,,  on  peut  déterminer  deux  cercles  Ci 
et  Co,  ayant  pour  centre  l'origine,  tels  qu'à  tout  point  x-2  intérieur 
à  €-2  correspondent/;  racines  X|  de  l'équation  '■!i^(xt,  Xo)  =  u,  inté- 
rieures au  cercle  C(  (p.  6). 

Prenons  un  point  fixe  Xo  dans  le  cercle  Co,  et  un  point  variable^ 
dans  le  cercle  C)  ;  jjuis  évaluons  de  deux  manières  l'inlégrale 

1       r         i  d^S     dxi 

■^■^U^.^^{xi,x.2)  àxi  Xi  —  ^' 


respectivement  a,  ;x  +  i,  ...,  cL  faisons  une  substitution  linéaire 

X.  =  c,i  ;,  +  ... 4-  C,^,  f^,  (  «  =  I ,  .  .  .  ,  /J  ), 

telle  que  ni  son  déterniinant  ni  la  fonction  ~„(c,i,  ...,c  ,)  ne  soient  nuls.  Elle 
transforme  la  fonction  (t?(a?,,  . . . ,  a;  )  en  une  fonction  i)\{t^,  . . .,  t  )  telle  que 
cR(^pO,  ...,o)  n'est  pas  nulle  identiquement  avec  ^,,  puisque  l'on  a 

âi{tt,o,  ...,o)  -  'J?(c,,^i,  ...,Cj,,^^,) 

On  voit  de  plus  que  le  plus  faible  exposant  de  /,  dans  t(l(f,,o,  ...,o)  est  égal 
au  degré  ix  de  l'ensemble  des  termes  de  degré  le  moins  élevé  dans  0.  (x,,  . .  .,x^). 

(')  Pour  abréger,  nous  n'établirons  pas  les  égalités  p,(o,  ...,o)  =0,  dont 
l'importance  n'est  que  secondaire. 

(^)  Cf.  Picard,  Analyse,  t.  II,  p.  2'(3.  —  Comme  de  coutume,  Wcicrstrass  no 
fait  pas  appel  dans  sa  démonstration  aux  intégrales  de  Cauchy. 
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Elle  peut  d'abord  être  calculée  par  le  théorème  des  résidus.  Pour 
y  parvenir,  on  remarque  que  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration 
est  uniforme  ;  dans  le  cei'cle  C) ,  ses  pôles  sont  les  zéros  ^i ,  . . . ,  ^p 
de  la  fonction  ^(Xi,  Xo)  Cj^^i'  correspondent  à  la  valeur  fixe  œ^,  et 
de  plus  le  nombre  ^.  Les  résidus  relatifs  à  ces  pôles  simples  sont 
respectivement  (p.  i36) 


la  valeur  de  l'intégrale  (i)  est  donc 

I    d(S\ 


On  en  obtient  une  seconde  expression  en  partant  de  l'identité 


-^  =  -  +  4 


(llKl^iD- 


Cette  série  converge  uniformément  sur  la  circonférence  c, ,  pour 
tous  les  points  ^  intérieurs  à  celte  circonférence;  l'uniformité  de 
la  convergence  subsiste  lorsqu'on  en  multiplie  les  éléments  par  le 

facteur  borné  -^  - —  :  on  peut  donc  l'intégrer  terme  par  terme.  De 

là,  comme  seconde  expression  de  l'intégrale  (i),  une  série  entière 
en  ^,  dont  le  terme  de  rang  /i  -t-  i  a  pour  coefficient 

l     r/i'     dx. 


1     r  i  rja'  dxi 

•iT.iJ    y?  Thcl  x"+^ 


Celte  fonction  de  x^  est  bien  déterminée,  continue  et  monogène, 
par  suite  holomorphe  dans  le  cercle  C2  ;  représenlons-la  par  ^«(a^o), 
puis  égalons  les  deux  expressions  de  l'intégrale  (i)  et  remplaçons 
désormais  ç  par  x^.  On  a  ainsi 


I    d$       ^        I 


V 1-^  =  V  ^,^(^x.,)x'l. 


^a:  dxi    jLdXi- 1-    jLu 

i--\  11=0 


La  série  du  second  membre  est  holomorphe  dans  le  champ  (C),  Co)  ; 
représentons-la  par  Si{Xi^  x^),  et  appelons  P(Xi,X2)  le  produit 

(a-,  — ^i)...(a"i— ^/,); 
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il  vient 

Je  dis  que  les  coefficients  des  puissances  de  x,  dans  le  poly- 
nôme P(x,,  J^a)  sont  des  fonctions  de  X'2  holoniorphcs  dans  Cj. 
En  effet,  ce  sont  des  fonctions  entières  symétriques  des  racines  ^/, 
ou  encore  des  fonctions  entières  de  sommes  des  puissances  sem- 
blables de  ces  racines.  Or  de  pareilles  sommes  sont  des  fonctions 
de  Xo  liolomorphes  dans  Co,  comme  on  le  constate  en  évaluant  de 
deux  manières  l'intégrale 

;    /   x'i (k  est  un  entier  aibiliaire); 

■i-ij^^     '  dxi     (-S  " 

car  cette  intégrale  est  par  sa  nature  ime  fonction  holomorphe 
de  ^To,  et  d'autre  part,  le  théorème  des  résidus  permet  de  la  repré- 
senter par  ^5^4-...  +  fJ. 

Revenons  à  l'égalité  (2).  Multi[>lions-en  les  deux  membres 
par  dx\^  et  regardons-les  comme  des  dérivées  logarithmiques. 
L'intégration  donne 

C  représentant  une  constante  par  rapport  à  x^^  c'est-à-dire  une 
fonction  de  x.^  que  l'on  déterminera  en  donnant  à  j?,  une  position 
particulière  x\  sur  la  circonférence  C|.  ^i'(:c*',  o^o)  et  V{^x\^x-i')  ne 
s'annulent  pas  quand  x<i  est  dans  le  cercle  Ci\  on  a  donc,  en 
désignant  par  ^J?,  (jc, ,  ^To)  une  fonction  holomor|)he  dans  les 
cercles  (C|,  Co),  toujours  différente  de  zéro  dans  ces  cercles, 

y,'(x,,a72)  =  9?i(a'i,  ars)  P(^i,  ^2). 

Ainsi,  dans  le  domaine  (cj,  c^)  'a  série  donnée  est  décomposée  en 
un  produit  de  facteurs  :  le  premier  facteur  ne  s'annule  plus  dans 
ce  domaine;  le  second  facteur  est  un  poljnome  en  x^  dont  le 
degré  est  égal  au  plus  faible  exposant  de  X\  dans  'J?(.r,,o);  son 
premier  coefficient  est  l'unité,  les  autres  sont  des  fonctions  liolo- 
morphes de  x^  (nulles  avec  x-:^. 

300.  Cette  proposition  de  Weierstrass  a  de  nombreux  corol- 
laires. 
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D'abord  elle  permet  d'établir,  dans  des  cas  plus  généraux  que 
ceux  étudiés  précédemment  (p.  8),  V existence  de  la  fonction 
implicite  x^  des  variables  x-^,  . . . ,  Xp^  définie  par  la  relation 

dont  le  premier  membre,  nul  à  l'origine,  est  holomorphe  dans  le 
domaine  formé  par/?  cercles  C( ,  . . .,  C^  ayant  l'origine  pour  centre. 
En  effet,  donnons-nous  arbitrairement  dans/j>  —  i  cercles  Co,  •  • . ,  c^, 
concentriques  aux  cercles  Co,  •  •  ■  ,  C^,  dont  on  a  déterminé  con- 
venablement les  rayons,  les  valeurs  de  ^"o,  ...,  Xp\  les  valeurs 
de  la  yj'f''"^  variable  x^^  intérieures  à  un  cercle  déterminé  C| 
décrit  de  l'origine,  qiûil  faut  leur  adjoindre  pour  obtenir  un 
zéro  de  la  fonction  '-P,  sont  fournies  par  Véquation  algé- 
brique 

En  particulier,  soit  ^^{Xf,  x-j)  une  série  entière  convergente,  nulle 
à  l'origine,  et  telle  que  9?^.^  soit  différente  de  zéro  en  ce  point. 
Alors  n  =  I ,  et  l'on  a  pour  les  valeurs  de  x^  et  de  X2  dont  le  module 
ne  dépasse  pas  un  nombre  fixe 

^£{xi,X2)  =  ^Si{xi,  X2)[xi^ pix^)]  : 

la  série  entière  ^ï!^{x^,  Xo)  ne  s'annule  plus  à  l'origine,  la  série 
entière  /«(^o)  s'annule  à  l'origine.  Ce  résultat  avait  déjà  été 
obtenu  (p.  8). 

301.  On  en  déduit  aussi  qu'il  est  impossible  de  déterminer  autour 
de  l'origine  un  domaine  tel  que  la  série  entière  ^(Xi , . . . ,  ^p),  nulle 
à  l'origine,  n^y  ait  qu'u/i  nombre  limité  de  zéros. 

En  effet,  supposons  que  l'une  au  moins  des  fonctions 

y.'(a7i,o,  ...,o), 
^i^O,  X.1,  .  .  .,  o), 


ti^ 


a(o,  ...,o,xp), 

la  première  par   exemple,    ne    soit   pas   nulle  pour   toute   valeur 
de  ^T),   ...,   de  Xp^  ce  qui  revient  à  dire  que  certains   termes  de 
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la  série  ^^(-Ci,  ...,Xp)  ne  conliennent  pas  à  la  fols  loiiles  les 
variables  ('). 

On  peut  alors  déterminer  les  cercles  C( ,  . . . ,  Cy,  de  telle  sorte  qu'à 
leur  intérieur  l'égalité  (W)  soit  satisfaite.  En  tout  point  (.To,  ...,  Xp) 
des  cercles  Co,  .  •• ,  Cp,  il  y  a  n  valeurs  de  a",  intérieures  à  Cj  qui 
annulent  le  polynôme  (p)  et  dès  lors  la  série  <j?;  par  suite,  dans 
tout  domaine  avoisinant  l'origine,  il  y  a  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  variables  pour  lesquelles  $  s'annule. 

Pour  préciser  ce  résultat,  traçons  dans  les  plans  respectifs  des 
variables  ^2î  ■  ■  ■ -,  ^p  des  courbes  arbitraires  parlant  de  l'origine, 
et  supposons  que  ces  variables  se  déplacent  d'un  mouvement  con- 
tinu sur  ces  courbes.  Les  coefficients /)/  du  polynôme  (/j)  varieront 
eux-mêmes  d'une  manière  continue,  ainsi  que  les  n  racines  X\  de 
l'équation  correspondante.  Donc  les  points  qui  représentent  ces 
racines  se  déplacent  eux-inêmes  d'un  mouvement  continu  sur  une 
courbe  déterminée  qui  j)art  de  l'origine  (-). 

302.  Un  autre  corollaire  important  du  théorème  de  Weierslrass 
est  relatif  à  la  divisibilité  des  séries  entières. 

Soient  y.\  (x,,  . .  . ,  Xp)  et  '^^■^{x^ ,  . . . ,  Xp)  deux  séries  entières, 
convergentes  dans  le  voisinage  de  l'origine  :  on  dit  que  la  série '•ix 
est  divisible  par  la  série  ^Po  lorsque  Von  peut  trouver  une 
série  *Jl?3,  elle  aussi  convergente  dans  le  voisinage  de  C origine, 
telle  que  V on  ait  dans  ce  voisinage 

'r,  (37,,    ..  .,X,,)=   œ,(>i,    ...,  J'/,)<j?3(a"i,    ..  ..T,,). 

Cela  posé,  quand  la  série  1^  ne  s'annule  pas  à  l'origine,  le  quo- 
tient ^r,  :  (j.^  est  holomorplie  à  l'origine,  et  par  suite  développable 
en  série  entière;  la  série  "J?)  est  alors  toujours  divisdjic  par  la 
série  ^fo. 


(  '  )  Si  celle  liypoliièse  n'élail  pas  réalisée,  on  ferait  la  substiluliuii 
(a;,.,  c..,x,  +  ...+  c,yj;j,) 

indi(|iiée    plus  haut;    puis,   le  théorème  une  fois  élabli   pour  la  fonction  trans- 
formée, on  le  démontrerait  aisément  pour  la  fonction  proposée. 

(-)  On   peut  dire  que  les  zéros  d'une  série  entière  à />  variables  formciil  une 
multiplicité  à  2{p  —  i)  paramètres  réels. 
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Quand  la  série  ^2  s'annule  à  l'origine  sans  que  ^i'i(o,  ...,  o) 
soit  aussi  nulle,  le  rapport  ^JE*,  :  $2  est  infini  à  l'origine;  par  suite, 
il  n'est  pas  holomorphe  en  ce  point. 

Il  y  a  donc  lieu  de  discuter  la  question  de  divisibilité  seulement 
lorsque  les  expressions  '^J?)(o,  . . . ,  o)  et  ^£2(0,  . . . ,  o)  sont  toutes 
deux  nulles.  Eludions  ce  cas. 

Dans  les  séries  '-S,  et  "l'o,  faisons  une  substitution  du  type 


Cil  h 


(j  =  1,  ...,p), 


de  module  différent  de  zéro,  telle  que  si  l'on  désigne  par 
/fl|(i(,  .  .  .,  tp)  et  t!l\2(^)j  ■  •  -1  ip)  les  fonctions  transformées  des 
fonctions  "J?,  et  ^J?o,  aucune  des  deux  séries  ^,(^,,0,  ...,  o), 
et  c'R.2(/(,  o,  ...,o)  ne  soit  nulle  identiquement  (ce  qui  est  tou- 
jours possible,  p.  212).  En  vertu  du  théorème  de  Weierstrass,  on 
peut  alors  trouver  deux  séries  rS,  et  rS^  entières  par  rapport  aux 
variables  /,,  .  .  .,  ^^,  et  ne  s'annulant  pas  dans  le  voisinage  du 
point  /,  =  ..,  ^  /^=  o,  telles  que  l'on  ait 


■Pv); 


R,  et  ii-2  sont  des  polynômes  entiers  en  ^1,  ayant  pour  coeffi- 
cients /•/  et  p^i  des  séries  entières  en  ^05  •  ■  ■,  tp  nulles  à  l'ori- 
gine. 

Pour  que  la  série  ^1*1  soit  divisible  par  la  série  $2,  il  fa»t  et  il 
suffit  que  la  série  Jl)  soit  divisible  par  la  série  ^flo?  ou  encore  que 
le  module  du  quotient  de  ^iR(  par  ,B2H2  soit  fini  à  l'origine  et 
dans  son  voisinage.  Or,  dans  ce  voisinage,  le  module  de  ^,  :  So 
ne  s'annule  pas;  donc,  il  faut  et  il  suffit  que  le  module  de  R,  :  Rg 
reste  aussi  fini,  et  par  suite  que  R|  soit  divisible  par  Ro  ('). 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante /?om/-  que  la  série  $) 
soit  divisible  par  la  série  ^i'o,  c'est  que  \e polynôme  R)  soit  divi- 


(')  Weierstrass,  fidèle  à  ses  méthodes,  entre  dans  tous  les  détails  nécessaires 
pour  rendre  parfaitement  rigoureux  ce  raisonnement  dont  nous  ne  donnons  ici 
que  l'esquisse  :  en  particulier,  il  fixe  l'étendue  des  domaines  avoisinant  le 
point  <,  =  ...=  t  =0,  dans  lesquels  on  est  certain  de  la  convergence  des  déve- 
loppements considérés  (Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  142.  —  Dautheville, 
A.  E.  N.,  i885,  S.,  p.  26). 
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sible,  au  sens  ordinaire  du  mot,  Y>Av\e  polynôme  Ra,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  ^2>  •  •  •  j  ^/j  (  '  )• 

Weierstrass  a  étendu  ces  recherches.  11  regarde  deux  séries 
entières,  nulles  à  l'origine,  comme  ayant  un  diviseur  commun  en 
ce  point,  lorsqu'elles  sonl  toutes  deux  divisibles  par  une  même 
série  entière  nulle  à  l'origine  (2).  Cette  définition  posée,  il  a 
obtenu  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  deux 
séries  de  puissances,  nulles  eu  un  point,  aient  un  diviseur  commun 
en  ce  point,  et  il  a  appris  à  substituer  au  quotient  de  pareilles 
séries  un  quotient  irréductible  au  point  considéré,  c'est-à-dire  le 
rapport  de  nouvelles  séries  sans  diviseur  commun  en  ce  point  (■'). 

303.  Cette  théorie  de  la  divisibilité  des  séries  entières  a  encore 
permis  à  Weierstrass  de  classifler  les  singularités  des  fonctions 
analytiques  uni  formes. 

Désignons    par   /(x, ,  .  .  . ,  .r^)    une   pareille   fonction,   et    par 


(')  En  d'iiulres  termes,  la  division  de  R,  par  R^  donne  en  générai  comme  reste 
un  polynôme  en  t^,  ayant  pour  coefficients  des  séries  entières  en  /o,  .  ■.,  t^:  pour 
que  y?|  soit  divisible  par  y?2,  il  faut  et  il  suffit  (lue  ces  séries  en  f,,  ...,  t^  aient 
tous  leurs  coefficients  nuls. 

Il  résulte  de  ce  tliéorème  qu'a«e  série  entière  'j?  nulle  à  l'origine  est  divisible 
par  une  infinité  de  séries  entières  nulles  à  l'origine. 

En  effet,  remplaçons,  comme  dans  le  texte,  la  série  $  successivement  par  la 
série  Si.  et  le  produit  $K;  désignons  par  R'  un  diviseur  quelconque  de  R,  et 
par  t>'  une  série  entière  arbitraire  différente  de  zéro  à  l'origine.  Le  produit  o'R' 
est  une  série  entière  qui  divise  tR,  quelle  que  soit  la  série  $' \  on  a  donc  une 
infinité  de  séries  entières  diviseurs  de  la  série  ôR,  et  dés  lors  (en  revenant  aux 
variables  x^)  diviseurs  de  la  série  'J. . 

{^)  D'après  les  mêmes  principes,  un  a  pu  délinir  le  plus  grand  coniiiuiii  divi- 
seur et  le  plus  petit  multiple  commun  de  deux  séries  (ou  de  plusieurs  séries). 

Les  zéros  communs  à  deux  séries  entières  à  p  variables  nulles  à  l'origine 
forment,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  une  multiplicité  ù  2  (/9  —  i)  ou  2(y>  —  2)  pa- 
ramètres réels  suivant  qu'elles  ont  un  diviseur  commun  ou  n'ont  pas  de  diviseur 
commun.  Dans  ce  dernier  cas,  si  le  nombre  des  variables  est  deux,  l'origine  est 
un  zéro  commun  isolé. 

(')  Weikrstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  i5i. 

De  même,  on  dit  que  le  quotient  de  deux  fonctions  analytitiucs  dans  un 
domaine  (Ô  est  irréductible  en  un  point  où  les  fonctions  sont  régulières,  lorsque 
le  quotient  des  deux  séries  de  puissances  relatives  à  ce  point  est  irréductible  en 
ce  point.  Le  quotient  des  deux  fonctions  est  irréductible  dans  le  domaine  CO, 
quand  il  est  irréductible  en  tout  point  intérieur  à  (0- 
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(ai,  .  .  .,  ay,)  une  de  ses  singularités.  Elle  est  dite  non  essentielle 
quand  il  existe  une  série  de  puissances  "J?!  (^i  —  a, ,  .  .  .^Xp  —  a^), 
nulle  en  ce  point,  telle  que  le  produit  de  cette  série  par  la  fonc- 
tion y*  soit  holomorphe  en   ce   point.  Dans   le  cas  contraire,    la 


singularité  est  dite  essentielle. 


Ainsi,   dans    le  voisinage   de    tout   point  singulier  non   essen- 
tiel (a,,  .  .  .,a^),  on  a 


fi^u 


T,,) 


y.'i(xi  — ai,  ...,Xp—'Xp) 


chacune  des  fondions  Ô?i  et  9?^  étant  rt'gulière  en  ce  point,  et  la 
fonction  y.\  s'annulant  en  ce  point. 

Pour  les  fonctions  à' une  variable,  les  points  singuliers  non 
essentiels  sont,  avons-nous  dit,  des  pôles;  dans  le  cas  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables,  ces  points  peuvent  être  répartis  en 
deux  catégoj^ies  :  voici  d  après  quels  principes.  Déterminons  les 
séries  9;',  et  *Po  de  façon  qu'elles  n'aient /?a5  de  diviseur  commun 
au  point  singulier  considéré  (a,,  .  .  .,  a^,). 

i*'  Si  la  série  y?2  ne  s'annule  pas  en  ce  point,  on  peut  définir  un 
domaine  avoisinant  ce  point  tel  que  la  fonction  f  dépasse  dans  ce 
domaine  tout  nombre  donné. 

2°  Si  la  série  9?2  s'annule  aussi  en  ce  point,  il  j  a  dans  le  voisi- 
nage de  ce  zéro  commun  aux  séries  tP,  et  9?o,  si  petits  que  soient 
les  rayons  des  cercles  qui  le  déterminent,  des  points  où  la  fonc- 
tion y  devient  infinie  et  des  points  où  elle  prend  telle  valeur  que 
l'on  veut. 

En  effet,  sidDslituons  comme  ci-dessus  aux  variables  JC|  —  a,,  . .  . , 
Xp —  a^,  les  variables  t^^  .  .  . ,  tp^  qui  en  dépendent  linéairement  : 
on  peut  remplacer,  dans  des  domaines  déterminés  avoisinant  le 
point  (a,,...,a^),  les  séries  y?,  et  y?o  respectivement  par  les 
produits 

Ail^i,  ...,tp)Ri(ti,  ...,tp),    Si,iti,  ...,tp)R,(tu  ...,fp); 

t'R-j  et  <^2  désignent  des  séries  entières  qui  ne  s'annulent  pas  à 
l'origine,  Rj  et  Ro  sont  des  polynômes  en  ^,,  ayant  pour  coeffi- 
cients des  séries  entières  en  ^o?  •  ■  •  i  tp,  et  n'ayant  pas  de  diviseur 
commun  au  point  ^|  =  .  .  .  =  ^^=  o. 

Il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  points  (f,,  .  .  . ,  tp)  voisins  de 
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l'oi-igine  pour  lesquels  R|  s'annule  tandis  que  Ko  est  difierent  de 
zéro  :  donc,  il  y  a  une  infinité  de  points  (^,,...,:r^)  voisins 
de  (a, ,  ... ,  v.p)  pour  lesquels  y?,  est  nul,  sans  que  ^^2  î'Oil  nul  ;  par 
suite,  la  fonction  f  dépasse  tout  nombre  donné  en  une  infinité  de 
points  voisins  de  (ai ,  .  .  . ,  a^). 

Mais,  d'autre  part,  dans  le  voisinage  de  ce  même  point,  les 
fonctions  /(^i,  .  .  . ,  Xp)  et  [/(^i,  .  .  .,  ^p)  —  A]"'  ont  la  même 
forme,  quelle  que  soit  la  constante  k,  d'a|)rès  la  définition  de 
point  singulier  non  essentiel  appliquée  à  la  fonction  f.  Donc,  il  j 
a  une  infinité  de  points  de  ce  voisinage  où  la  ("onction  (  / — />')"' 
est  infinie,  et,  par  suite,  où  la  fonction  j/^  prend  telle  valcui-  /.•  que 
l'on  veut. 

Ainsi,  on  peut  distinguer  deux  t>pes  de  points  non  essentiels, 
suivant  que,  dans  leur  voisinage,  la  fonction  reste  infinie  ou  est 
indéterminée  ( '  ). 

304.  Par  fonction  entière  de  plusieurs  variables,  on  entend 
une  fonction  analytique  sans  singularité  à  distance  finie. 

En  tout  point  à  distance  finie,  une  pareille  fonction  est  repré- 
senlable  par  une  série  de  puissances,  convergente  dans  tout 
domaine  borné.  Réciproquement,  une  série  de  puissances  qui 
converge  pour  tout  svstème  de  valeurs  finies  des  variables  définit 
une  fonction  sans  singularité  à  distance  finie  :  c'est  une  fonction 
entière. 

Une  fonction  entière  est  rationnelle  ou  transcendante  suivant 
que  son  développement  a  un  nombre  limité  ou  illimité  de  termes  : 
dans  le  premier  cas,  c'est  un  polynôme. 

Elle  cesse  d'être  régulière  lorsque  les  modules  d'une  ou  |)lu- 
sieurs  variables  deviennent  infinis.  De  pareils  points  peuvent  être 
des  singularités  essentielles  ou  non  essentielles  pour  la  fonction 
entière. 


(')  M.  Autonne  discute  l'iiuiétcrminalion  des  fondions  dans  le  voisina^'e  des 
points  non  csscnliels  par  une  niétiiode  un  peu  dillërcnle  de  celle  de  Weierslrass  : 
elle  revient  à  généraliser  les  procédés  employés,  dans  le  cas  d'une  variable, 
pour  obtenir  les  vraies  valeurs  des  expressions  indéterminées  (.1.  M  ,  t.  \\I, 
p.  249). 
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Un  polynôme  entier  P(^t,  .  .  .,Xp)  n^a  pas  de  singularité 
essentielle. 

En  effet,  il  suffit  de   prouver  qu'il  n'en  a  pas  à  l'infini,  c'est- 
à-dire  dans  le  voisinage  d'un  point  tel  que  le  point 

(oo,,  . . .,  30^,  a^4-i,  ...,a,,). 

Posons  ^,  =  çy',  . . .,  Xq^^~^  :  le  domaine  cO  à  étudier  sera  dès 
lors  formé  de  p  cercles  ayant  pour  centre  le  point 

(O],   .  .  .,  Or/,  a^+i,   ...,«;,) 

et  pour  rayons  des  nombres  R~'  et  o  aussi  petits  que  Ton  veut. 
Désignons  par  ijl,,  .  .  . ,  jj.^  les  degrés  du  polynôme  P(^i,  ...,Xy,) 
par  rapport  aux  variables  jTi,  ...,  x^ ,  et  considérons  le  pro- 
duit x~'^' .  .  .  x'^t  ^{Xi^  .  .  .  .^  Xp).  La  substitution  ci-dessus  le 
transforme  en  un  polynôme  entier  par  rapport  à  ;,,  ...,  ç^, 
Xq^i^  .  . . .,  Xp,  o\\  encore  par  rapport  à  Ç|,  . .  . ,  ç^,  ^^^,  —  a^^, ,  . . . , 
X  p       a  p , 

On  a  donc,  en  désignant  par  Q  un  polynôme  convenable 


(4) 


=  Q(çi)  •  •  •  )  Ç?)  ^«7+1        <^7+i)  •  •  •  1  ^p —  ^/))  j 


par  suite,  dans  le  domaine  (O,  le  polynôme  P  est  bien  le  quotient 
de  deux  polynômes,  dont  l'un  (le  dénominateur)  s'annule  au 
point  (0(,  .  .  . ,  o^,  «y+i,  .  .  . ,  aq)  :  ce  point  est  une  singularité 
non  essentielle. 

Elle  peut  du  reste  appartenir  à  l'un  ou  à  l'autre  des  deux  ty|)es 
définis. 

En  effet,  si  le  polynôme  P  a  un  terme  en  ç7"' .  .  .  ç~^^,  le  pre- 
mier membre  de  l'égalité  (4),  et  par  suite  le  polynôme  Q  n'est 
pas  nul  au  point  que  nous  étudions;  alors  le  polynôme  P  est 
infini  en  ce  point. 

Dans  le  cas  contraire,  le  polynôme  Q  s'annule  au  point  con- 
sidéré; on  peut  trouver  au  moins  un  point  appartenant  au 
domaine  (D,  tel  que  le  polynôme  P  y  prenne  une  valeur  choisie 
arbitrairement. 
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30o.  Une  fonction  analjlic|ue  uniforme  de  plusieurs  variables 
est  dite  méromorphe  ou  rationnelle  lorsqu'elle  n'a  à  distance 
Jinie  que  des  singularités  non  essentielles. 

Le  quotient  de  deux  fonctions  entières  est  une  fonction  méro- 
morphe ('  ). 

Réciproquement,  une  fonction  méromorphe  peut  être  repré- 
sentée par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  (-). 

Les  fonctions  méromorphes  les  plus  simples  sont  \cs  fractions 
rationnelles  ;  elles  sont  définies  par  le  quotient  de  deux  poly- 
nômes. 

Les  fractions  rationnelles  n'ont  dans  tout  domaine  borné,  et 
même  à  Vinjini,  que  des  singularités  non  essentielles  :  ces 
singularités  non  essentielles,  à  distance  finie  comme  à  l'infini, 
peuvent  appartenir  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  Ijpes  signalés  (^j. 

Réciproquement,  une  fonction  analytique  uniforme  qui  n'a  de 
singularité  essentielle  ni  à  distance  finie,  ni  à  distance  infinie, 
est  une  fraction  rationnelle  (*). 

Nous  verrons  plus  tard  que  les  fonctions  méromorphes  de  p  va- 
riables, 2/?  fois  j)ériodiques,  s'expriment  rationnellement  au  mojen 
des  fonctions  8  à  plusieurs  arguments  (I'^  Partie,  p.  247). 


(')  Pour  la  démonstration,  cf.  Weierstrass,  Œuvres,  t.  Il,  p.  160.  —  Dauthe- 
viLLE,  A.  E.  N.,  i885,  p.  42. 

(')  Ce  théorème,  énoncé  par  Weierslrass  {Œuvres,  t.  II,  p.  i63),  a  été  établi 
par  M.  Poincaré  pour  le  cas  de  deux  variables  {A.  M.,  t.  II,  p.  97;  sa  démon- 
stration repose  sur  l'extension  à  l'hypcrespace  du  principe  de  Dirichlet  )  puis  par 
M.  Cousin  {A.  M.,  t.  XIX,  p.  38)  qui  a  précisé  et  généralisé  les  résultats  obtenus 
par  M.  Poincaré.  Ainsi,  il  a  prouvé  que  si  la  fonction  n'a,  dans  un  domaine 
formé  par  p  cercles  de  rayons  finis  ou  infinis  ayant  les  origines  pour  centres, 
que  des  singularités  non  essentielles,  elle  peut  être  représentée  dans  ces  cercles 
par  le  quotient  de  deux  séries  entières.  Cf.  aussi  Appkll,  /.  M.,   1891,  p.  i8i. 

Remarquons  enfin  qu'à  une  représentation  du  type  énoncé  on  en  peut  substi- 
tuer une  infinité  d'autres;  il  n'y  a  qu'à  multiplier  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur du  quotient  considéré  par  une  même  fonction  entière  n'ayant  pas 
de  zéro. 

Les  fonctions  entières  dont  il  est  parlé  dans  l'énoncé  peuvent  cire  rationnelles 
ou  transcendantes. 

(')  Cf.  Dal'thevili.f,  a.  E.N.,  i885,  p.  40. 

(«)  Cf.  IlLinviTZ,  J.  de  Crelle,  t.  95,  p.  201.  —  Dautiii;villi:,  A.  E.  N.,  i885, 
p.  53  (la  proposition  a  été  démontrée  plus  haut  pour  les  fonctions  d'une  va- 
riable, p.  193;  ces  auteurs  prouvent  (|ue,  si  elle  est  vraie  pour  p  —  i  variables, 
elle  est  vraie  pour/?  variables).  —  H.  Laurknt,  Analyse,  t.  IV,  p.  i3. 
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Quanl  au  problème  de  la  représentation  des  fonctions  uniformes 
de/:»  variables  doalles  singidaintés  sont  quelconques,  M.  Cousin 
est  parvenu  à  le  résoudre  dans  des  cas  assez  généraux,  en  faisant 
l'extension  des  méthodes  employées  par  M.  Mittag-Leffler  pour  les 
fonctions  d'une  variable  (*). 


I 


{')  A.  M.,  t.  XIX,  p.  56. 
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CHAPITRE  X. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  AU  POINT  DE  VUE  DE  RIEMANN. 


306.  De  toutes  les  découvertes  de  Rlemann  on  regarde  comme 
la  plus  éclatante  la  résolution  du  problème  de  l'inversion  des 
intégrales  de  différentielles  algébriques,  obtenue  à  l'aide  de  fonc- 
tions entières  à  un  nombre  quelconque  d'arguments  (L"""  Partie, 
p.  247)-  E'is  couronnait  ses  recherches  sur  les  fonctions  algé- 
briques, dont  il  avait  pénétré  si  intimement  la  nature,  grâce  à  la 
conception  des  surfaces  formées  de  plans  multiples  superposés, 
à  l'introduction  des  notions  de  genre  et  de  classe,  etc. 

Mais  son  influence,  «  sans  rivale  dans  le  développement  des 
Mathématiques  modernes  »,  s'est  fait  sentir  dans  bien  d'autres 
domaines  :  il  faut  regarder  comme  fondamentaux  ses  Mémoires 
sur  les  sur/aces  ininiina  passant  par  un  contour  donne, 
sur  la  série  kyper géométrique  de  Gauss,  sur  la  Théorie  des 
nombres,  etc.  On  sait  aussi  avec  quelle  vigueur  il  a  essayé  de 
scruter  les  Principes  de  l'Analyse  infinitésimale  et  les  Hypo- 
thèses servant  de  base  à  la  Géométrie  ('). 

Ici,  c'est  de  l'orientation  qu'il  a  donnée  à  la  théorie  des  fonc- 
tions analjti([ues  que  nous  avons  à  parler. 

On  répartit  souvent  les  mathématiciens  en  deux  classes,  que 
l'on  appelle  volontiers  les  Analystes  et  les  Géomètres,  ou  encore 
les  logiciens  et  les  intuitifs,  non  pas  d'après  Vobjet  de  leurs  tra- 
vaux, mais  suivant  la  tendance  de  leur  esprit  et  la  nature  des 
méthodes  qu'ils  emploient  (-).  Weicrstrass  et  Riemarin  caracté- 


(')   Fo//-,  dans  la  Iraduclion  qu"a  donnée  M.  Laiigcl  des  Œuvres  de  Rlemann. 
la  préface  d'IIcrniilc  cl  la  conférence  de  M.  Klein. 

(-)  Cf.  PoiNCAuk,  Du  rôle  de  l'inlultlon  et  delà  logique  en  Matlicniatù/ues. 
Conférence  faile  au  dcuxicnic  Congrès  des  Malliéiiialicicns,  njoo. 

F.  —  II.  i5 
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risent  assez  nettement  ces  deux  types  :  l'examen  des  méthodes 
qu'ils  ont  adoptées  poui-  l'étude  des  fonctions  le  montre  avec 
évidence  ('). 

Pour  développer  les  idées  de  Gauclij,  Weierstrass,  esprit  dé- 
duclif  et  ami  de  la  rigueur,  devait  s'attacher  aux  conceptions 
arithmétiques  :  il  allait  donner  à  la  fonction  analytique,  comme 
élément  générateur,  la  série  de  puissances  ;  une  chaîne  de  séries 
permettrait  ensuite  de  définir  et  de  représenter  celle  fonction  ;  des 
transformations  analytiques  conduiraient  à  l'étude  de  leurs  pro- 
priétés. L'Analyse  deviendrait  en  ses  mains  comme  un  prolon- 
gement de  rArithmétique. 

Continuateur  lui  aussi  de  Cauchy,  Riemann  s'était  placé  à  un 
point  de  vue  tout  différent  de  celui  de  Weierstrass.  Habitué  dans 
ses  méditations  à  recourir  à  l'intuition  physique  ou  géométrique 
(dans  beaucoup  de  travaux,  ses  méthodes  sont  caractérisées  par 
leur  liaison  avec  les  conceptions  fondamentales  de  la  Physique  et 
delà  Géométrie),  il  part  d'une  notion  empruntée  à  la  Physique  (-), 


{ '  )  Il  esl  pourtant  bon  de  rappeler  {voir  aussi  n°  273)  le  cas  que  Weierstrass 
faisait  de  l'intuition,  entendue  dans  un  certain  sens,  comme  moyen  de  décou- 
verte. Voici  ce  qu'il  écrivait  à  M"'  S.  de  Kowalevski,  le  27  août  i883  : 

«  A  cela  s'ajoute  (chez  Kroneckcr)  une  imperfection  qu'on  rencontre  chez 
beaucoup  d'hommes  extrêmement  intelligents...;  il  n'a  pas  assez  At  fantaisie 
(je  devrais  plutôt  dire  d'intuition),  et  il  est  certain  qu'un  mathématicien  qui 
n'est  pas  un  peu  poète  ne  sera  jamais  un  mathématicien  complet.  Les  com- 
paraisons sont  instructives;  les  vues  d'ensemble  embrassant  tout  et  dirigées  vers 
les  sommets  les  plus  élevés,  vers  l'idéal,  placent  d'une  manière  éclatante  Abel 
avant  Jacobi,  de  même  Riemann  avant  ses  contemporains  (  Eisenstein,  Rosenhain), 
et  Helmholtz  avant  Kirchhoff » 

Cf.  Mittag-Lefflkr,  Conférence  faite  au  deuxième  Congrès  des  Mathéma- 
ticiens, 1900. 

(-)  Nous  avons  déjà  vu  (p.  5^)  que,  pour  certains  problèmes  mathématiques,  la 
Physique  a  fourni  non  seulement  des  solutions,  mais  dans  une  certaine  mesure 
des  raisonnements.  En  voici  un  autre  exemple  intéressant  (  n°  332)  : 

«  M.  Klein...  étudie  une  des  questions  les  plus  abstraites  de  la  Théorie  des 
fonctions;  il  s'agit  de  savoir  si,  sur  une  surface  de  Riemann  donnée,  il  existe  tou- 
jours une  fonction  admettant  des  singularités  données:  par  exemple,  deux  points 
singuliers  logarithmiques  avec  des  résidus  égaux  et  de  signe  contraire.  Que  fait 
le  célèbre  géomètre  allemand?  Il  i-emplace  sa  surface  de  Riemann  par  une  surface 
métallique  dont  la  conductibilité  électrique  varie  suivant  certaines  lois.  Il  met 
les  deux  points  logarithmiques  en  communication  avec  les  deux  pôles  d'une  pile. 
Il  faudra  bien  que  le  courant  passe,  et  la  façon  dont  ce  courant  sera  distribué 
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celle  de  jonction  harmonique  ou  de  potentiel.  Il  découvre  son 
vrai  sens  mathématique,  au  point  de  vue  de  la  Théorie  des  fonc- 
tions, en  montrant  que  par  l'adjonction  d'une  fonction  harmo- 
nique complémentaire  on  obtient  une  fonction  analytique.  De  là, 
les  équations  aux  dérivées  partielles  de  Cauchj-Riemann  qui 
caractérisent  ces  fonctions  et  permettent,  quand  une  fonction 
harmonique  est  définie  dans  un  domaine  à  connexion  simple,  de 
déterminer  la  fonction  complémentaire  (I""'"  Partie,  p.  5i)  et,  par 
suite,  de  former  une  fonction  analytique. 

\Jiniage  géométrique  conduisait  Riemann  aux  mêmes  résul- 
tats, car  la  représentation  conforme  de  deux  domaines  simplement 
connexes  l'un  sur  l'autre  revient  aussi  à  la  définition  dune  fonc- 
tion analytique;  réciproquement,  la  Théorie  des  fonctions  analy- 
tiques conduit  à  l'étude  des  lois  de  transformations  des  surfaces 
(voir  infra,  §  III).  De  même  dans  plusieurs  de  ses  autres  travaux, 
«  Riemann  appelle  tout  de  suite  la  Géométrie  à  son  secours,  cha- 
cune de  ses  conceptions  est  une  image  que  nul  ne  peut  oublier 
dès  qu'il  en  a  compris  le  sens  (')  ». 


sur  la  surface  définira  une  fonction  donl  les  singularités  seront  précisément  celles 
qui  sont  prévues  par  l'énoncé. 

»  Sans  doute,  M.  Klein  sait  bien  qu'il  n'a  donné  là  qu'un  aperçu  :  toujours 
est-il  qu'il  n'a  pas  hésité  à  le  publier,  et  il  croyait  probablement  y  trouver,  sinon 
une  démonstration  rigoureuse,  du  moins  je  ne  sais  quelle  certitude  morale.  Un 
logicien  aurait  rejeté  avec  horreur  une  semblable  conception,  ou,  plutôt,  il  n'au- 
rait pas  eu  à  la  rejeter,  car  dans  son  esprit  elle  n'aurait  jamais  pu  naître.  » 
(PoiNCARÉ,  toc.  cit.,  p.  116.)  Cf.  Klkin,  Ueber  Riemann's  Théorie  der  alge- 
braischen  Functionen.  Leipzig,  1882. 

Réciproquement,  les  méthodes  que  Riemann  avait  déduites  de  l'intuition  phy- 
sique pour  les  appliquer  aux  Mathématiques  jouent  désormais  un  r(Me  important 
dans  l'étude  de  la  Physique  mathématique.  Prenons  comme  exemple  le  problème 
de  Lagrange  ou  de  Plateau,  qui  consiste  à  déterminer  la  surface  minima,  con- 
tinue ou  assujettie  à  des  discontinuités  de  nature  connue,  passant  par  un  contour 
fermé,  ou  encore,  en  langage  physique,  la  figure  d'équilibre  d'une  lame  fluide 
qui  est  encadrée  par  un  contour  donné.  Plateau  l'a  résolu  cxpérimcnlalement 
en  plongeant  le  contour  donné,  réalisé  physiquement,  dans  une  dissolution  de 
liquide  glycérique  :  Riemann  en  a  donné  une  solution  analytique  dans  le  cas  où 
le  contour  est  formé  de  certaines  courbes  simples;  elle  a  été  publiée  en  i8<)7 
{Œiwres,  trad.  Laugel,  p.  38'().  presque  en  même  temps  que  les  recherches 
parallèles  de  Weierstrass  sur  le  même  sujet  (  n"  330),  puis  développée  et  géné- 
ralisée par  .M.  Schwarz  [cf.  Darbol'X,  Théorie  des  sur/aces,  I"  Partie,  p.  ^24: 
NiEWENOLOwsKi,  A.  E.  N.,  1880,  p.  227). 

(')    POINCAHÉ,   toc.  cit.,   p.    117. 
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Au  dire  de  Dirichlet  dans  son  Eloge  de  Jacobi,  la  tendance  de 
l'Analyse  moderne  est  de  remplacer  les  calculs  par  des  idées  ('). 
Dans  ses  recherches,  Rlemann  se  montrait  bien  fidèle  à  cette  ten- 
dance; car  il  donnait  une  définition  de  la  fonction  qui,  au  lieu 
de  dépendre  de  son  expression  analytique  pour  chaque  valeur 
de  l'argument,  résultait  de  ses  propriétés  {^).  «  Les  méthodes 
employées  jusqu'ici  pour  l'étude  de  ces  fonctions  supposent  tou- 
jours que,  par  définition,  on  ])art  d'une  expression  de  la  fonction, 
c|ui  permet  d'en  avoir  la  valeur  pour  chaque  valeur  de  Targument. 
Nos  recherches  ont  montré  qu'une  des  conséquences  de  la  notion 
générale  de  fonction  de  variable  complexe  est  que  l'on  peut 
séparer  en  deux  parties  les  éléments  qui  la  déterminent  ;  une  de  ces 
parties  résulte  de  l'autre  :  de  fait,  nous  avons  ramené  l'ensemble 
des  éléments  servant  à  représenter  la  fonction  à  ceux  dont  on  peut 
faire  un  choix  arbitraire.  Cette  remarque  apporte  une  simplifi- 
cation fondamentale  à  l'étude  des  questions.  Ainsi,  pour  démon- 
trer l'égalité  de  deux  expressions  de  la  même  fonction,  on  devait 
autrefois  les  transformer  l'une  dans  l'autre,  c'est-à-dire  faire  voir 
qu'elles  coïncident  pour  toute  valeur  de  la  variable  :  il  suffit 
maintenant  de  démontrer  la  coïncidence  d'un  nombre  plus  res- 
treint d'éléments  (•')  ».  C'est  l'imporlant  théorème  (P®  Partie, 
p.  2i4  et  3oo)  sur  lequel  repose  le  prolongement  analytique.  En 
même  temps,  Riemann  insiste  sur  la  différence  entre  la  définition 
d'une  fonction  et  les  diverses  expressions  dont  cette  fonction  est 
susce|)tible;  il  éclaircit  sa  pensée  par  des  exemples  géométriques. 

§  I.  —  Les  fonctions  iivr.moniques. 

307.  L'étude  des  fonctions  harmoniques  sert  de  base  aux  tra- 
vaux de  Riemann;  ces  fondions  ont  en  elles-mêmes  une  impor- 

(  ')  «  Wenn  es  die  immer  mehr  hervoi'lrelende  Tendenz  der  neueren  Analysis 
ist  Gedanken  an  die  Stelle  der  Hechnung  zn  setzen,  so  giebt  es  doch  gewisse 
Gebiete,  in  denen  die  Rechnung  ihr  Rechl  behalt  ».  Dirichlet,  Œuvres  de 
Jacobi,  t.  I,  p.  27. 

(2)  Si  la  pensée  de  définir  une  fonction  par  des  propriétés  de  continuité,  de 
nionogéilé,  etc.,  n'était  pas  absolument  nouvelle  (Cauchy  l'avait  eue),  au  moins 
est-ce  l\iemann  qui  l'a  précisée  et  lui  a  donné  son  plein  développement.  Quant  à 
l'idée  de  poursuivre  l'étude  de  ces  fonctions  sur  des  surfaces  à  feuillets  multiples, 
elle  appartient  exclusivement  à  lliemauii. 

(5)  IliiiM.\NN,  Dissertation  inaugurale  (trad.  d'après  l'édit.  Weber,  p.  38). 
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tance  capitale  :  aussi  commencerons-nous  par  établir  quelques-unes 
de  leurs  propriétés. 

Rappelons  leur  définition. 

Une  (onction  de  deux  variables  réelles  est  harmonique  en  un 
point,  lorsque  dans  son  voisinage  elle  est  continue,  admet  des 
dérivées  des  deux  premiers  ordres  elles-mêmes  continues,  et 
satisfait  à  l'équation  de  Laplace.  Elle  est  harmonique  dans  un 
domaine  à  connexion  simple  ou  multiple,  domaine  cpii  peut  se 
recouvrir  lui-même,  lorsqu'elle  est  harmonique  en  tout  point 
intérieur  (  '  ). 

Comme  exemples  de  fonctions  harmoniques,  citons  (-)  : 

i"  Le  potentiel  Logarithmique  clans  tout  domaine /^/r/zi  borné 
ne  contenant  aucune  des  masses  attirantes  (^)  et  cela  qu'il  s'agisse 
du  potentiel  (ï une  seule  masse  attirante  /??,  du  potentiel  de  plu- 
sieurs masses  attirantes  isolées  mi  [le  potentiel  s'exprime  dans  ces 


cas  par  m  log-ou  N^/«/log— ^  /v  désignant  la  dislance  du  point 

attirant  de  masse  nii  au   point  attiré  ou  potentié)^  ou  enfin  du 
potentiel  de  masses  continues  recouvrant  un  arc  de  courbe  ou 


(')  Les  dérivées  secondes  peuvent  avoir  des  discontinuités  pourvu  que  ces 
discontinuités  forment  seulement  des  lignes  algébriques  :  même  très  souvent,  <mi 
ne  fait  aucune  hypothèse  sur  la  continuité  des  dérivées  secondes. 

Souvent  aussi,  on  entend  par  fcjnction   tiarmonique  une  fonction  qui  ne  jouit 
qu'en  général  des  propriétés  ci-dessus,  de  même  que  l'on   regarde  comme  ana- 
lytique une  fonction  qui  est  en  général  holomorplie  ou   régulière  (il  y  a  lieu 
alors  de  distinguer  les  points  à  distance  linie  ou  infinie  où  la  fonction  harmo 
nique  est  régulière  de  ceux  où  elle  ne  l'est  pas,  n°  310,  noie). 

(-)  Une  fonction  de  p  variables  (/>  >  2)  est  harmonique  dans  un  domaine  (jÇ) 
lorsqu'elle  jouit  dans  (J)  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  de  deux  variables, 
et,  de  plus,  s'annule  à  l'infini  dans  le  cas  où  le  domaine  (jÇ)  est  illimité  (du 
moins,  aj<jule-t-on  pres(|ue  toujours  celle  condition,  voir  les  notes  p.  32, 
60,  (il). 

(^)  Voici  les  litres  de  quelques  Ouvrages  classiques  sur  le  potentiel  logarith- 
mique ou  le  potentiel  ordinaire  : 

PoiNCAUÉ,  Potentiel  newtonien,  1899.  —  C.  Ni;umann,  U.  iiber  dos  Logar. 
und  Newton'sche  Potential,  \Bj'i-  —  IIaunack,  Grundlugen  der  T.  des  logar. 
Potentiales,  1887.  —   Koun,  Lelirbuch  der  Potenlialtlieorie,  1899  et  1900,  etc. 

Cf.  aussi  PiCAitu,  Analyse,  l.  I  et  II.  —  Dlukm  ,  Leçons  sur  l'Électri- 
cité, t.  I. 
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une   aire    (le    potentiel    s'exprime    alors   par   une    intégrale   dé- 
finie) ('). 

2°  Les  fonctions  u  et  v  obtenues  en  mettant  une  fonction  ana- 
ljtiquey(:;)  sous  la  forme  a  +  w  (n**  318). 

3"  Les  fonctions  de  Green  dont  nous  parlons  plus  loin. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  fonctions  harmoniques 
uniformes. 

308.  A  la  base  de  leur  étude,  nous  placerons  une  relation  qui 
jouera  ici  le  même  rôle  que  la  formule  de  Cauchy  (I"  Partie, 
p.  281)  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques. 


(')  Lorsque  des  masses  exercent  sur  un  point  matériel  (a,  b)  une  action  qui 
dépend  de  la  distance,  les  composantes  de  celte  action  sont  les  dérivées  par- 
tielles d'une  même  fonction,  dite  potentiel. 

Les  potentiels  les  plus  intéressants  sont,  dans  le  plan,  le  potentiel  logarith- 
mique; dans  V espace  à  trois  et  à  />  dimensions,  le  potentiel  newlonien  et  celui 
qui  correspond  à  l'attraction  en  raison  inverse  de  la  {p — i)ième  puissance  de  la 
distance. 

Soit  un  point  attirant  unique  {x,  y)  de  masse  m.  Les  trois  potentiels 
ci-dessus  ont  respectivement  pour  expressions  wilogy-',  mr~^,  mr-~r,  en 
désignant  par  /■  la  distance  du  point  attirant  {x,  y)  au  point  attiré  {a,  b). 

Une  vérification  de  calcul  montre  que  ce  sont  des  fonctions  harmoniques  dans 
tout  domaine  fini,  sauf  au  point  attirant.  jMéme  remarque  pour  le  potentiel  d'un 
sj'stème  de  points  isolés. 

Soient  des  masses  attirantes  {x.,  y)  distribuées  linéairement  ou  superficiel- 
lement dans  le  plan,  avec  une  densité  i^{x^y)  continue  et  ayant  des  dérivées 
finies  et  intégrables. 

Les  potentiels  logarithmiques  d'une  courbe  y  ou  d'une  aire  S  ont  pour  expres- 
sions 

r        ,  f  ^'•'^7  r  r 

(ce  sont  donc  respectivement  des  potentiels  ordinaires  ou  de  simple  couche,  de 
double  couche,  superficiels).  V  et  Pj  sont  des  fonctions  continues  de  (a,  è) 
même  sur  la  courbe  ou  dans  l'aire  attirante,  par  suite,  dans  toute  région 
finie. 

En  vertu  de  l'équation 

dn        dn'  ~~         ""' 

où  les  dérivées  se  rapportent  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  la  courbe  y,  P    a  sa 
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Soient  u{x^y)  et  v[x^y)  des  fonctions  de  deux  variables 
réelles,  finies  et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  deux  pre- 
miers ordres,  dans  un  domaine  D  fermé  à  connexion  simple  ou 
multiple,  et  sur  sa  frontière  F  ('). 

Parmi  les  formules  dites  de  Grcen,  qui  permettent  la  transfor- 
mation d'intégrales  doubles  en  intégrales  curvilignes,  considérons 
la  relation  (voir  p.  -o) 

où  le  symbole -y-  désigne  la  dérivée  prise  dans  le  sens  de  la  nor- 


dérn'ée  normale  du  premier  ordre  discontinue  lorsqu'on  traverse  la  courbe  y  : 
elle  diminue  de  ir.p  lorsqu'on  va  de  rinlérieur  vers  l'extérieur. 

Ainsi,  quand  deux  points  situés  de  part  et  dautre  de  y  tendent  vers  une  même 
position  sur  y,  les  composantes  normales  des  forces  exercées  sur  ces  deux  points 
n'ont  pas  des  limites  égales  et  de  signes  contraires. 

Quant  au  potentiel  de  double  couche  P  ,  ce  n'est  plus  lui  qui  est  continu  quand 
on  traverse  y,  c'est  sa  dérivée  estimée  suivant  la  normale. 

Enfin  Pj  a  ses  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  continues,  même  dans  S; 
mais  ses  dérivées  du  second  ordre  sont  discontinues  quand  on  traverse  la  fron- 
tière de  5,  puisqu'à  l'extérieur  et  à  l'intérieur  de  5,  elles  vérifient  respectivement 
les  équations  de  Laplace  et  de  Poisson 

AP4=o,         AP,.  =  -2zp. 

Aussi  ce  potentiel  n'cst-il  une  fonction  harmonique  que  dans  les  régions  exté- 
rieures aux  masses  attirantes  [cf.  pour  le  plan,  IIahnack,  Grttndlagen,  etc.. 
p.  20  et  29;  pour  l'espace,  où  l'on  a  des  formules  analogues  en  remplaçant  2- 
par  l^T^,  cf.  PoiNCARÉ,  Potentiel  newtonien,  p.  i38;  A.  M.,  t.  XX,  p.  (jo). 

C'est  Lagrange  qui  signala  le  premier  {Nouveaux  Mémoires  de  l'A.  de  Berlin, 
1777,  publiés  en  1779)  la  propriété  fondamentale  du  potentiel.  Son  importance  a 
été  mise  en  lumière  par  Laplace,  qui  l'utilisa  fréquemment  en  Mécanique  céleste. 
Poisson,  dans  le  Mémoire  qui  créa  l'Électrostatique  théorique  (Savants  étran- 
gers, i8n)  introduisit  en  Physique  l'usage  du  potentiel,  et,  depuis  cette  époque, 
les  méthodes  analytiques  des  astronomes  sont  couramment  employées  par  les 
physiciens  dans  leurs  recherches.  Green  {Essay  on  tlie  application  0/  matlie- 
matical  analysis  (1828)]  et  Gauss  [Mémoires  de  Gottingue  (i8/(o);  Œuvres, 
t.  V],  qui  lui  donnèrent  les  noms  àc  fonction  potentielle  et  de  potentiel,  en  ont 
poursuivi  l'étude. 

(  '  )  La  formule  de  Grcen  ci-dessous  subsiste,  alors  même  qu'on  rcm|)lace  l'hy- 
pothèse de  la  continuité  sur  r  des  dérivées  partielles  de  m  et  v  par  des  conditions 
plus  larges  {cf.  l'"  Partie,  p.  272). 
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maie  intérieure  au  contour  F  (*).  Quand  les  fonctions  u  et  r 
sont  harmoniques,  cette  formule  devient 


(') 


i(" 


clv_ 
dn 


du\    , 
V  -j-  ]  ds 
an, 


Prenons  pour  fonction  r  la  fonction  harmonique  à  étudier; 
soit  G  la  frontière  du  domaine  (JD  dans  laquelle  elle  est  harmo- 
nique (-).  Nous  choisirons  pour  seconde  fonction  harmonique  u 
un  potentiel  logr  égal  au  signe  près  au  potentiel  logarithmique, 
/•  désignant  la  distance  d'un  point  {a,  b)  intérieur  à  (D  à  un  point 
variable  {x,j').  Ces  fonctions  u  et  c  sont  harmoniques  dans  le 
domaine  D  à  connexion  multiple  {/ig.  g)  obtenu  en  détachant 

Fig-  9- 


de   (0  la  surface  d'un  cercle  C  ayant  pour  centre  (a,  b)  et  ne 


(')    Pour  étudier    les  fonctions  harmoniques  dans  l'espace  à  trois  ou  à/?  di- 
mensions, on  part  de  la  formule  analogue 


/("S 


du\    , 


+  /  (  «  Al-  —  t' lu)  d-z  =  o\ 


la  seconde  intégrale  s'étend  aux  éléments  d-  d'un  volume  fermé  T  de  l'hyper- 
espace,  et  la  première  aux  éléments  d<s  de  la  frontière  S  de  ce  volume  :  les 
dérivées  sont  prises  sur  la  normale  à  l'élément  d(s  vers  l'intérieur.  On  y  rempla- 
cera u  non  plus  par  le  potentiel  logarithmique  log/~',  mais  par  le  potentiel 
newtonien  /— '  ou  /•/'-'.  Cf.  Poincaré,  A.  AI.,  t.  XXII,  p.  92.  —  Aptell,  A.  M., 
t.  IV,  p.  829. 

(')  On   suppose  que  les  fonctions  u  et  r,  harmoniques  dans  tD,   sont  de  plus 
continues  sur  C  et  ont  sur  C  une  dérivée  normale  déterminée  et  intégrable.  S'il 
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sorlani  pas  de  CD.  La  formule  (i)  appliquée  à  ce  domaine,  dont  la 
frontière  F  est  (C,  C),  devient 

(Les  intégrales  curvilignes  sont  prises  dans  le  sens  des  flèches,  el 
la  normale  intérieure  à  la  courbe  C  est  devenue  aussi  la  normale 
intérieure  à  la  courbe  géométrique.  Cf.  1'°  Partie,  j).  i  i.) 

Evaluons  le  second  membre  de  celte  relation,  et,  pour  cela, 
décomposons  l'intégrale  qui  y  figure  en  deux  autres.  La  première 
est  nulle,  car  /■  est  constant  lorsque  (x^y)  décrit  la  circonfé- 
rence C,  ce  qui  donne 

J'   losi'-r-  ds  =  lo<rr    /   -i—  ds  =  o, 
^,,     ^    dti  «    J^.da 

d'après  la  formule  (i)  où  l'on  aurait  remplacé  u  par  l'unité. 

Pour  calculer  la  seconde  intégrale,  je  remarque  que  dr\dn^ 
ou  —  cosoj  {voir  p.  63),  est  égal  à  —  i  sur  C;  on  a  donc 


rflojï/-        I   dr 


et,  par  suite, 


du  r  du 

d\n<rr 


/   i- r^  •  ds  =  -    /   f  ds. 

Jç^.         dn  r  J^„ 


Le  second  membre  de  cette  égalité  ne  dépend  pas  du  rayon  r 
du  cercle  C,  à  cause  de  la  relation  (2);  or,  lorsque  /■  est  très 
petit,  on  voit  (en  raisonnant  comme  pour  établir  la  formule  de 
Cauchy)  que  ce  second  membre  diflere  aussi  j)cu  que  l'on  veut 
du    produit   2-v(a,b)   :   il    lui  est  donc  rigoureusement  égal   et 


en  élail  auLrement,  on  remplacerait  C  par  un  contour  intérieur  très  voisin  (nous 

faisons  celle  remarque  une  fois  pour  toutes,  voir  I"  Partie,  p.  280).  Ainsi  les 

formules  (i),  (2),  (3),  (4),  (■'')   ne  sont  pas  forcément  applicables,  si  C  csl  la 

fronticie  naturelle  du  domaine  où  la  fonction  v  est  harmonique. 

Tl      .  .  •  ,         , ,    .     ,        ôv      ()%'  .  ,.  I  ,.-N     1 

Il  n  est  pas  nécessaire  aue  les  dérivées  -^—i  -r->  qui  sont  commues  ilans  cy,  le 
^  dx    oy 

soient  aussi  sur  C;  sinon,  d'après  un  théorème  de  M.  Painlevé  {A.   T.,   1888,  15., 

p.  afi),  la  fonction   v{s)   continue  le  long  de  C  aurait  une  dérivée  sur  C,  ce  qui 

n'est  pas  nécessaire.  {Voir  plus  haut  les  hypothèses  recjuises  pour  (juc  le  problème 

de  Dirichlet  soit  possible.) 
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l'on  a 

<''         '""•''^=^.Xrs'-i7,-''^i^)"'- 

C'est  la  formule  fondamentale  cherchée  :  elle  fait  connaître  les 
valeurs  de  la  fonction  ç  au  point  (a,  b)  à  l'aide  de  ses  valeurs  et 
de  celles  de  sa  dérivée  normale  sur  une  courbe  quelconque  entou- 
rant ce  point,  et  cela  sous  forme  d'une  somme  de  potentiels  de 
simple  et  de  double  couche  ('). 

Comme  dans  la  formule  fondamentale  de  Cauchj  (P'^  Partie, 
p.  281),  le  second  membre  de  l'égalité  (3)  est  nul,  lorsque  le 
point  [a,  b)  est  extérieur  au  domaine  CD  (-). 

309.  Cette  formule  ne  résout  pas  en  général  le  problème  de 
Dirichlet,  puisqu'elle  exige  la  connaissance  de  la  fonction  v  et  de 


{')    En   pi'enant   pour   contour   C    une    circonférence   de  centre    {a,b)   et   de 
rayon  R,  la  formule  (3)  devient,  d'après  les  remarques  qui  précèdent, 

v{a,b)  =  — ^    /   v{s)ds  : 


^x- 


c'est  ]a  formule  de  la  moyenne  de  Gaiiss  [on  peut  aussi  la  déduire  de  la  rela- 
tion (4)  infra]  :  elle  apprend  que  la  valeur  de  v  au  centre  d'une  circonférence 
est  la  moyenne  arithmétique  de  ses  valeurs  sur  cette  circonférence,  quel  qu'en 
soit  le  rayon.  Gauss  a  pris  cette  belle  proposition  comme  point  de  départ  de  sa 
Théorie  des  fonctions  harmoniques  {Œuvres,  t.  V,  p.  222). 
(-)  On  écrit  souvent  la  relation  (3)  sous  la  forme 


-  /     \  (■  — , — -  —  log  -  -5-  /  rfi ; 

-  ,Jf.     \       dn  /•  dn/ 


v{a,b)  - 
elle  a  pour  analogue  dans  l'espace  à  p  dimensions 

le  potentiel  logarithmique  log/-~'  a  été  remplacé  par  le  potentiel  /■--/';  l'inté- 
grale est  étendue  à  un  domaine  k  p  —  i  dimensions;  k  est  un  nombre  égal 
à  /?  —  2  fois  l'aire  de  l'hypersphère  de  rayon  i  (  ainsi  /i  =  4~  dans  l'espace  ordi- 
naire). Cf.  POINCARÉ,  A.  M.,  t.  XXII,  p.    108. 

La  formule  (3)  conduit  simplement  au  ihéorcme  des  résidus  de  Cauchy,  dont 
au  fond  elle  n'est  pas  distincte  (c/.  Poincaké,  Potentiel  newtonien,  p.  i49)' 

Ces  relations,  établies  par  Green  dès  1828,  sont  des  cas  particuliers  de  formules 
trouvées  par  Kirclihoff,  relatives  aux  fonctions  harmoniques  généralisées 

v{x,y,  z,t). 
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sa  déri\>ée  normale  sur  C;  mais  dans  le  cas  où  le  contour  C  esl 
une  circonférence,  on  peut  faire  disparaître  cette  dérivée  ('). 

Pour    y    parvenir,    introduisons    le    conjugué     A|(«,,6t)    du 
point  A(rt,  b)  {Jig-  lo)  par  rapport  à  la  circonférence  C;  appe- 


Fig.  10. 


Xa^M 


Ions  /•  et  /•,  les  distances  d'un  point  variable  M  de  G  à  ces  deux 


intégrales  de  l'équation 


dx- 


d''-v        d"-» 


t    d-9 


Suivant  qu'un  point  {a,b,c)  est  intérieur  ou  extérieur  à  un  domaine  (0  d<' 
frontière  S,  une  intégrale  de  surface,  qui  est  étendue  à  S  et  dont  l'élément  diflé- 
rentiel  dépend  des  valeurs  de  v  et  de  celles  de  sa  dérivée  normale  sur  S,  est  égale 
à  v{a,  b,c,  t)  ou  à  zéro. 

Voir  KiRCHHOFF,  SitzungsO.  der  Berliner  A.,  1882,  p.  64i  (  trad.  A.  E.  N.,  1886). 

—  Maogi,  Annali  di  M.,  t.  XVI.  —  Beltrami,  Bendiconti  del  I.  Lombardo,  1889. 

—  DuHKM,  Leçons  sur  l' Hydrodynamique,  t.  I,  p.  >6o. 

Ce  théorème  de  KircliholF  ne  s'étend  pas  aux  intégrales  des  équations  ana- 
logues relalires  au  plan  ou  à  l'hyperespace 

d-  V       fT-  V  _    i    d-v  d-v 

dx-       ôy-        \L-   dt-  âx- 


+  . 


as' 


â-v 
Ot'' 


de  là,  en  Physique  mathématique,  des  différences  dans  la  propagation  du  son  dans 
les  milieux  à  trois  dimensions,  et  dans  ceux  qui  ont  deux  dimensions  ou  plus  de 
trois  dimensions. 

A  leur  tour,  les  relations  trouvées  par  KirchliolF  peuvent  cire  regardées  comme 
inspirées  par  des  formules  analogues,  dues  à  Ilclmholtz,  relatives  aux  solu- 
tions v{x,y,z)  de  l'équation  àv  +  k-v  =  0.  {J.  de  Crelle,  l.  57.  —  Cf.  aussi 
Dlhem,  Leçons  sur  l'Hydrodynamique,  t.  I,  p.  Sig.) 

(')  Soit  P  un  point  arbitraire  intérieur  à  la  circonféi-ence  C  :  la  fonction  de 
Green  (n"  315)  relative  an  cercle  C  et  au  pùle  A  a  pour  expression 


'"^ÂF 


l0£ 


R 


OA.A.P 
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points,  et  R  le  rayon  de  G.  Le  point  A(  étant  extérieur  à  cette 
circonférence,  on  a 

Retranchons  membre  à  membre  les  égalités  (3)  et  (3');  le  rap- 
port /•  ;  ;',  reste  constant  sur  la  circonférence  C,  et  par  suite, 
d'après  une  remarque  faite  plus  haut,  l'intégrale  corresjiondanle 
disparaît.  On  a  donc 

P   «,  h)^  —    /  (■  ( ^ ^     ds. 

'i.T.J^.      \      an  du      / 

Soit  O  le  centre  du  cercle  C;  posons 

OA  =  p,         OAi=p,,         ppi=R2,         OMA  =  w,         OMAi=ioi. 

Les  triangles  OMA,  OMA,  donnent 

p2  =  R2_j_,.2  2R/-    COSO), 

p^  =  R2-I-  v\  —  aR/'i  cos  W;  ; 

par  suite,  à  cause  des  relations 

R2  /•,       R 

Pi  —  —^  >  —  =  —  > 
P  ''        P 

on  a 

d\o"r,  d\(i"r  i    dis         i   dr 


dn  dii  /■)    dn         r  dn 

COSW  COSWi 

r  r. 


R2_i_^.2_   p-2  R2+  rl—pi    _    R2—  p2 

2  R  r-^  2R/-2  ~      R7-2  " 


(  car  celte  expression  est  nulle  quand  P  vient  sur  C,  elle  est  iiiTinie  comme  log/--' 
quand  P  vient  en  A).  On  sait  donc  résoudre  pour  le  cercle  le  problème  de 
Green,  et  par  suite  le  problème  de  Dirichlet  puisqu'il  lui  est  équivalent.  Dès 
lors,  si  les  transformations  que  nous  allons  indiquer  réussissent,  c'est  qu'elles  se 
rattachent  à  un  procédé  général  qui  sera  développé  plus  loin  (  n°  315). 
Dans  les  mêmes  conditions,  la  fonction  de  Green  pour  la  sphère  est 


j R 

ÂP        OA.A,P" 
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d'où  finalement  la  formule 

(4)  v{a,b)=^J     '^fv{s)ds, 

(jiie  l'on  éciii  encore 

^  '•  '^  Je         AM 

Introduisons  sous  le  signe  d'intégration  les  coordonnées  po- 
laires (R,  »P'),  (p,  (p),  pour  désigner  les  points  de  la  circonfé- 
rence C  et  les  points  intérieurs.  On  a 

;-2  =  R2  —  2 R p  cos( ^'  —  o)  +  p2         ( ds  =  R  rfT), 

et  par  suite,  la  formule  (4)  devient 

(j)  i>(a,b)=—    f      — 1:=-^: -v(W)dW. 

C'est  de  cette  expression  des  fonctions  harmoniques  que  nous 
allons  déduire  leurs  propriétés  ('), 

310.  Théok£;me  I.  —  Une  fonction  r(j:,  i),  harmonique  dans 
un  domaine  (0,  est  développable  dans  le  voisinage  de  tout  point 
intérieur  à  cO  en  série  de  Fourier,  en  série  de  polynômes  har- 
m.oniques  homogènes,  en  série  de  puissances  {^). 


(')  Les  intégrales  (4)  et  (5)  sont  connues  sous  le  nom  i\' intégrâtes  de 
Poisson. 

De  même  que  la  formule  de  Cauchy  donne,  dans  un  domaine,  l'expression  d'une 
fonction  analytique  uniforme,  pourvu  que  l'on  connaisse  ses  valeurs  sur  la  fron- 
tière de  ce  domaine,  de  même,  grâce  à  la  formule  (5),  il  suffit  de  connaître  sur 
une  circonférence  de  cercle  une  fonction  harmonique  à  son  intérieur  pour  en 
avoir  l'expression  dans  tout  le  cercle. 

C'est  dire  que  cette  formule  résout  le  problème  de  Dirichlet  dans  te  cas  du 
cercle  [cette  solution  est  due  à  M.  Sclnvarz  ( /.  de  Crelle,  t.  74  ou  Œuvres, 
t.  II,  p.  i85j].  Une  formule  analogue  résout  le  problème  de  Dirichlet  pour  la 
sphère  et  l'hypcrsphère  (  Poincaré,  A.  M.,  t.  II,  p.  102).  Ajoutons  que  dans  le 
cas  de  la  sphère,  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  à  l'aide  de  développenitnls 
en  séries  de  fonctions  sphériques  est  connue  depuis  Laplace  et  Lcgendre. 

(■)  Une  fonction  harmonique  en  général  dans  un  domaine  est  régulière  eu 
un  point  de  ce  domaine,  par  exemple  à  l'origine,  lorsqu'elle  est  développable  en 
série  de  polynômes  harmoniques  homogènes  dans  le  voisinage  de  te  point.  Elle 
est  régulière  à  l'infini  lorsqu'elle  est  développable,   à   l'extérieur  d'un   cercle 
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Supposons,  comme  on  peut  toujours  le  faire,  que  le  domaine  (î) 
renferme  l'origine  et  occupons-nous  du  voisinage  de  ce  point. 

1°  Soit  C  une  circonférence  de  rayon  R  ayant  l'origine  pour 
centre  et  intérieure  à  (D  :  la  fonction  v  continue  sur  cette  circon- 
férence a,  en  un  point  quelconque  (a,  b)  situé  à  son  intérieur,  une 
valeur  donnée  par  la  formule  (5).  Décomposons  en  éléments 
simples  la  fraction  rationnelle  écrite  sous  son  signe  d'intégration, 
en  y  regardant  la  dislance  p  du  point  («,  b)  à  l'origine  comme  la 
variable;  il  vient 

R2_p5  _  R  R 


R2  —  2  R  p  cos  (^  W  —  cp  j  —  p-^  R  —  p  e'^l--?)        R  —  p  e-'C<F-cp) 

R    surpasse   p;   aussi  chaque   fraction    est  développable  en   série 

P  •     • 

entière  en  -J-;  on  a  ainsi 

L.  e''^ '-?' -+-..  .-h  —  e"'!^-?' -t- 


iiW-z,^  R  R" 


Dans  cette  identité  changeons  le  signe  de  i\  et  portons  dans  la  for- 
mule (5)  les  développements  ainsi  obtenus.  Les  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'arc  W  —  o  s'introduisent,  et  cette  formule  devient 

v(a,b)  =  ■ —    /  I  -f-  2  -5-  cos  (  T  —  o  I  — .  .  . 

0"  ~\ 

-+-  2  ^  cos « ( T  —  O)  ^. . .     i-(W)  d^'. 


de  rayon  suffisamment  grand,  en  série  de  polynômes  harmoniques  homogènes 
relativement  aux  puissances  négatives  des  variables  (souvent  aussi,  on  regarde 
une  fonction  harmonique  comme  régulière  à  l'infini  lorsqu'elle  se  comporte 
à  l'extérieur  de  ce  cercle  comme  l'expression  a  log/— '+  b,  a  el  b  désignant  deux 
constantes). 

Le  théorème  énoncé  (les  principes  d'où  il  découle  ont  été  posés  par  Riemaxx, 
Œuvres,  trad.  p.  21;  cf.  aussi  Schwarz,  Œuvres,  t.  II,  p.  189)  montre  qu'une 
fonction  harmonique  est  analytique  (variables  réelles). 

Cette  proposition,  jointe  à  sa  réciproque,  permet  de  définir  les  fonctions  har- 
moniques, comme  les  fonctions  analytiques  de  variables  complexes,  soit  par  des 
propriétés  fonctionnelles  (Riemann),  soit  par  une  expression  arithmétique 
(  Weierstrass). 

Enfin,  M.  Painlevé  a  montré  que  toute  foncti(jii  harmonique  est  développable, 
d'une  infinité  de  manières,  en  série  de  polynômes  harmoniques,  homogènes  ou 
non  {A.  T.,  1888,  B.,  p.  85  et  112). 
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La  série  écrite  sous  le  signe  d'inlégralion  converge  uniformément 
^jie  Partie,  p.  122);  on  peut  donc  l'intégrer  terme  par  terme. 
Posons 

nous  obtenons  le  développement  en  séiie.  de  Fourier 


(&) 


('(a,  6)  =  -j^  -i-  -jT  (  a,  cos'^  -!-  j3i  sino) 


r-  ■^^'^n  cos/io  -f-  p„  sin/zï>) 


valable  en  tout  point  (a,  b)  intérieur  au  cercle  C. 

2°  Le  terme  général  de  ce  développement  (  ')  peut  être  regardé 

comme  un  polvnome  homogùne  de  degré  n  en  a  et  b,  en  vertu 

des  égalités 

a  =  p  cos'^,         6  =  s  «iii'j, 

{a  ^-  bi)"  =  p'M  cos/icp  -f-  iè'xnno), 
i  a  —  bi)"  =  p"(  cos/iff  —  i  sin  no): 

d'où  l'on  déduit,  en  désignant  par  -„  et  to„  des  polynômes  harmo- 
niques homogènes  de  degré  /î, 

p«  cos«o  =  -„(a,  b), 
p"  sin  n(s  =  tiin(  a,  b  ). 

La  formule  ('6)  devient  donc  (en  faisant  rentrer  les  facteurs  R" 
dans  les  coefficients  y.,i  et  |j„), 

(-)  v(a,b)  =  ^  -^^ioL„-.„-+-  p„o)„)  =p^^2^p,t{a,b); 

Il  =  \  "  =  I 

les  poljnomes /?«,  homogènes  en  a  et  b,  satisfont  à  réqualion  de 
Laplace,  comme  les  polynômes  -„  et  to„5  ils  correspondent  aux  poly- 
nômes appelés  polynômes  sphériques  dans  le  cas  de  trois  variables 
{V"  Partie,  p.   196).  Notons  que  le  développement  (7)  converge 


(')  On  vcirail  aiséiiicnl  que  ce  développement  est  indépondanl  du  rayon  \\  du 
cercle  C,  en  le  comparant  au  développement  relatif  à  un  autre  cercle  de 
rayon  R'(K'<  II);  donc  il  définit  bien  la  fonction. 
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dans  le  cercle  C  et  converge  uniformément  dans  tout  cercle  de 
rayon  moindre  (  '  ). 

De  même,  dans  le  voisinage  de  tout  point  (ao,  60)  intérieur  au 
domaine  où  la  fonction  v  est  harmonique,  on  aura 

via,  b)  =po^ Plia  —  <^o,  b  —  bo)  -{-... -^Pn(a  —  ao,  b  —  bù)  ->r 

3"  Pour  justifier  la  troisième  partie  du  théorème  (-),  reprenons 
le  développement  (■-).  Les  termes  de  même  degré  en  a  et  b  y  sont 
groupés  ensemble  de  manière  à  constituer  l'élément  de  la  série  : 
esl-il  permis  de  modifier  arbitrairement  l'ordre  de  ces  termes,  et 
par  suite  peut-on  définir  autour  de  l'origine  un  domaine  dans 
lequel  la  fonction  soit  développable  en  série  entière? 

?»ious  allons  prouver  que  la  série  (^)  converge  absolument,  en 
ce  sens  qu'elle  reste  convergente  quand  on  remplace  chaque  terme 
des  polvnomes />,;  par  sa  valeur  absolue;  mais  tandis  que  la  série 
de  polynômes  homogènes  convergeait  à  l'intérieur  du  cercle  décrit 


(')  Voici  le  théorème  relatif  à  la  convergence  du  développement  d"une  fonction 
de  variables  réelles  en  série  de  polynômes  homogènes,  auquel  il  a  été  fait  allusion 
à  propos  du  théorème  d'Abel  {['"  Partie,  p.  216)  : 

Quand  les  modules  des  termes  k^W'^'b'  (i  =  i,....«)  des  polynômes  p„ 
restent  inférieurs,  en  un  point  (a„,  6^),  à  un  nombre  Jixe  L,  la  série  de 
polynômes  converge  dans  le  rectangle  1  a  |  <  |  Oq  |,  \  b\  <,\  b^\. 


,    ^     I  T     /     i      -*^     I"  I      «      l""'     1^1  1^11 

P,Aa,b)\<h[\  —  \  -Jr\—\         —    +...-^    —         <(n  +  i)La)" 


En  effet,  on  a  alors 

/lai"      \  a  l""'  I 
Il  —  I   -1-  I  —  1        I 

...  ,       ,  ■     ,       ,  ■  I  «  I     I  ^  I  •      1        .   • 

on  désignant  par  to  le  plus  petit  des  deux  quotients     —    >     -;-    ;  par  suite  la  série 

K'o  I     I  ^u  I 
converge  pour  u  <  i. 

(-)  On  a  même  prouvé  qu'une  série  dont  les  termes  sont  des  poljnomes  homo- 
gènes quelconques  de  degrés  croissants,  à  plusieurs  variables,  définit  une  fonc- 
tion holomorphe  {variables  complexes)  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  dès 
lors  développable  en  série  entière  {variables  complexes),  dès  que  cette  série 
de  polynômes  converge  uniformément  sur  l'ensemble  des  valeurs  des  variables 
réelles  et  voisines  de  zéro,  et  même  dès  qu'elle  converge  uniformément  sur  des 
ensembles  bien  moins  étendus.  Par  exemple  une  série  de  polynômes  à  deux 
variables  complexes  z  et  u  {z  =  a  -^  ia'  -,  u  =  b  -{-  ib')  est  holomorphe  à  l'ori- 
gine, si  elle  converge  uniformément  pour  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  a 
et  b  représentant  les  coordonnées  des  points  d'un  arc  de  courbe  (autre  qu'une 
droite)  passant  par  l'origine,  arc  tracé  dans  le  plan  réel  aob  (Dulac,  C.  B.' 
1908,  2"  semestre,  p.  3o8). 
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de  l'origine  avec  R  pour  rayon,  on  ne  peut  affirmer  la  convergence 
absolue  que  dans  le  cercle  concentrique  de  rajon  — • 

Pour  l'établir,  remarquons  que  les  coefficients  a„  et  -i,,  du  poly- 
nôme/?„  ont  une  limite  supérieure;  représenlons-Ia  j)ar  L:R",  et 
appelons  /•  la  valeur  maximum  de  |  «  |  et  [  6  |.  La  somme  des  valeurs 

absolues  des  termes  du  polynôme/?,,  sera  inférieure  à  r77(|«  1  +  1^1)", 


et  a/o/7/0/7'à  2  L( -^  j  ;  doncla  série  (7),  considérée  comme  série 
entière  en  a  et  b,  conveige  dans  le  domaine  2/-<;  R,  c'est-à-dire 

D 

lorsque   \a\   et  |  6  |  sont  chacun  inférieurs  à  — •    La  convergence 

absolue  est  donc  assurée  dans  un  carré  avant  l'origine  pour  centre, 
dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  et  ont  pour  longueur  R; 
«/o/Y/o// est-elle  certaine  dans  le  cercle  décrit  de  l'origine  avec 

le  ravon  —  ('  ). 

Remarque.  —  Une  fonction  harmonique  dans  tout  domaine 
borné  est  diic  fonction  harmonique  entière  (-), 

3LL  Nous  venons  de  montrer  qu'une  fonction  harmoiii(jue  est 
développable  en  série  de  polynômes  homogènes  harmoniques. 
Réciproquement,    une  série  de  poljnomes  harmoniques  homo- 


(')  Le  théorème  de  Grecn  relalif  à  l'espace  ayant  3  ou  />  dimensifuis  conduit 
à  des  résultats  analogues  pour  les  fonctions  de  3  ou  p  variables. 

1°  Une  fonction  harmonique  dans  une  sphère  (ou  hypei'sphère)  de  rayon  W  ayant 
l'origine  pour  centre  est  développable  en  série  de  polynômes  spliériques  (ou  hypcr- 
sphériques)  convergente  dans  cette  sphère,  et  uniformément  convergente  dans  toute 
sphère  de  rayon  plus  petit  (par  suite,  elle  est  régulière  à  l'origine).  Elle  est  déve- 
loppable en  série  entière  dans  une  sphère  de  rayon  l^/ -^  —  i  j  ou  R(  t  / 1  ). 

2°  Une  fonction  harmonique  à  l'extérieur  d'une  sphère  (et  nulle  ou  ayant  une 
valeur  bien  déterminée  à  l'infini)  est  développable  en  une  série  de  polynômes 
sphériques  à  indices  négatifs,  convergente  et  uniformément  convergente  dans  des 
domaines  convenables  (par  suile  elle  est  régulière  à  l'infini). 

3"  Une  fonction  harmonique  dans  la  couronne  comprise  entre  deux  spiiéres  con- 
centriques admet  dans  cette  couronne  un  développement  analogue  à  celui  de  Lau- 
rent :  un  pareil  développement  est  unique. 

Cf.  Api'ell,  a.  m.,  t.  IV,  p.  319  et  338.  —  Poincahe,  .1.  M.,  t.  WII,  p.  9G 
et  io5.  —  UEi}iE,  I/andbuch  der  Kugetfuiictionen,  i'  édit.,  t.  II,  p.  55;  1S81. 

(^)  De  même,  dans  l'espace,  une  fonction  harmonique  dans  tout  domaine  fini, 
et  dès  lors  développable  en  série  multiple  entière  toujours  convergente,  est  appelée 
fonction  harmonique  entière. 

V.  -  II.  16 
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gènes,  convergente  dans  le  voisinage  de  l'origine, 

u{a,  b)  =  ?io+  «i(<^,  b)  +.  .  .+  Uiiia,  b)  -h.  .  . 

définit  une  fonction  harmonique  dans  ce  voisinage  ('). 

En  effet,  aux  coordonnées  cartésiennes  («,  b)  substituons  des 
coordonnées  polaires  (/■,  cp)  :  il  vient 

Appelons  U„  le  module  maximum  de  u«('f),  quand  cp  varie  de  o 
à  27ï;  soit  R  le  rayon  de  convergence  de  la  série  entière 

ce  qui  entraîne  la  convergence  de  la  série  u(/-,  cp)  en  tout  point  (r,  cp) 
intérieur  au  cercle  décrit  de  l'origine  pour  centre  avec  R  comme 
rayon  (2). 

On  voit  aisément  que  cette  série  'j(r,  cp)  converge  unifor- 
mément par  rapport  à  ;■  et  à  cp  dans  tout  cercle  concentrique 
de  rayon  plus  petit;  par  suite,  c'est  une  fonction  continue  dans 
ce  cercle. 

Cette  même  série  a  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par 
rapport  à  /■  et  cp  ;  on  les  obtient  en  dérivant  cette  série  terme  par 
terme.  La  série  «(«,  b)  a  donc  aussi  des  dérivées  du  premier  ordre 
par  rapport  à  «  et  à  6;  elles  sont  représentées  par  des  séries  de 
même  forme.  Cette  série  a  donc  des  dérivées  de  tout  ordre  par 
rapport  à  a  et  à  Z>,  et  elles  sont  représentées  par  des  séries  de 
même  forme  :  toutes  ces  séries  convergent  uniformément. 

Enfin,  puisque  la  série  u{a,  b)  est  continue,  ainsi  que  ses 
dérivées,  et  que  les  polvnomes  a,i{a,b)  sont  harmoniques,  il 
en  est  de  même  de  la  série  uUi,  b)  (^). 


(1)  Les  remarques  que  nous  allons  faire  relativement  à  la  convergence  de  celle 
série  s'appliquenl  à  une  série  de  polynômes  homogènes  quelconques. 

(^)  Appelons  ce  cercle  cercle  de  convergence  de  la  série  ii\a,b).  Une  série 
entière  de  variable  complexe  diverge  à  l'extérieur  de  son  cercle  de  convergence 
(  I'*  Partie,  p.  i32)  :  les  séries  de  polynômes  dont  nous  parlons  ici  peuvent  bien 
entendu  converger  en  dehors  de  leur  cercle  de  convergence. 

(^)  Ces  propositions  s'étendent  à  l'espace.  Une  série  convergente  à  trois  variables 
ayant  pour  éléments  des  polynômes  sphériques  définit  une  fonction  uniforme  et 
continue  soit  à  l'intérieur  d'une  sphère  décrite  de  l'origine  dite  sphère  de  con- 
vergence, soit  à  l'extérieur  de  cette  sphère,  soit  dans  la  région  entre  deux  de  ces 
sphères,  suivant  que  ces  polynômes  sont  homogènes  par  rapport   aux  puissances 
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Bientôt  nous  appliquerons  ces  remarques  aux  séries 

t'  ( /•,  9 )  =  -^  -f-  ^  [  /•"  (  a„  cos II  o  ~  3,j  «in  /i 9 )], 

/z  =  1 

et  à  ces  séries  mises  sous  la  forme 

v{it,h)  =-^^2^  {-i-n-nia,  6)H-3„o:>,,(>,  b)\         [-„-f- toj„  =  (a -f- /6)"J, 

séries  que  nous  avons  considérées  plus  haut.  Le  ravon  R  de  leur 
cercle  de  convergence  sera  le  plus  petit  des  nombres  /  et  /',  en 
désignant  par  ( —  /,  /;,  ( —  /',  /')  les  intervalles  dans  lesquels  con- 
vergent respectivement  les  séries  entières  V^a,,/-'',  \  |j„/". 

312.   Théorème  II.  —  Une  fonction  harmonique  clans  tout  le 
plan,  dont  le  modale  reste  limité,  est  une  constante  ('). 


positives  des  variables,  par  rapport  aux  puissances  négatives,  ou  enfin  les  uns  par 
rapport  aux  puissances  positives  et  les  autres  par  rapport  aux  puissances  néga- 
tives. Dans  ces  mêmes  domaines,  la  série  admet  des  dérivées  partielles  de  tous 
les  ordres  et  satisfait  à  l'équation  de  [.aplacc  (c/.  Appell,  A.  M.,  t.  IV,  p.  3i6). 

De  plus,  quand  une  série  ayant  pour  éléments  des  fonctions  harmoniques  à 
l'intérieur  d'un  domaine  fermé  (0  et  continues  sur  la  frontière  de  (0  convirge 
uniformément  sur  cette  frontière  :  i°  elle  converge  uniformément  dans  tout 
domaine  CE)'  intérieur  à  CÔ  et  sans  point  commun  avec  sa  frontière;  2°  les 
séries  formées  par  les  dérivées  partielles  de  ses  termes  convergent  uniformément 
dans  tô';  elles  représentent  les  dérivées  de  la  série  et  satisfont  à  l'équalion  de 
Laplace  {cf.  n°"  '233,  314  et  Paixlevé,  A.  T.,  i888,  B.,  p.  i/,). 

(' )  Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  de  celui  de  Cauchy-Liou\ille 
(p.  92). 

En  effet,  soit  v^  la  fonction  complémentaire  de  v.  Si  \  v\  ne  dépasse  pas  un 
nombre  fixe,  e''+"'i  est  une  fonction  de  z  dont  le  module  est  liiiiilé,  par  suite  elle 
est  constante;  dès  lors  v  est  aussi  constant. 

La  démonstration  du  texte  due  à  .M.  Picard  (C.  li.,  iS8o,  1"  semestre,  p.  <3oi) 
s'applique  aux  fonctions  de  trois  variables  :  ce  géomètre  a  prouvé  qu'en  dehors 
des  nombres  constants,  il  n'y  a  pas  de  fonction  harmoni(|ue  régulière  dans  toute 
portion  finie  de  l'espace  et  dont  le  module  soit  limité  (c/.  aussi  Poincauk,  Potentiel 
newtonien,  p.  210;  A.  M.,  t.  XXII,  p.  110). 

On  en  conclut  qu'âne  fonction  harmonique  entière  à  p  variables,  p  fois 
périodique,  est  constante. 

En  ell'ct  l'espace  à  p  dimensions  peut  alors  être  divisé  en  une  infinilé-  de  pris- 
niatoides  des  périodes  formant  un  assemblage  à  la  Bravais,  ù  l'intérieur  desquels 
la  fonction  reprend  la  même  valeur. 
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En  effet,  soient  i'(x,  y)  cette  fonction  et  L  une  limite  supérieure 
de  son  module.  La  différence  entre  les  valeurs  de  v  en  un  point 
arbitraire  (x^y;  /",  '^)  et  à  l'origine  a  pour  expression,  d'après  la 
formule  (5), 


v(x,y)  —  r(o,  o)  =  —    /        a'i'Tri; r; rr^r— -ait. 


La  valeur  absolue  de  ce  second  membre  ne  peut  qu'augmenter  si 
l'on  remplace,  sous  le  signe  d'intégration,  le  numérateur  par  un 
nombre  2/'L(R  -+-  /)  jamais  inférieur  à  son  module  maximum,  et 
le  dénominateur  par  son  minimum  (R  —  /■)-.  On  a  donc 

,     ,  ,        O-rLiK-hr) 

\i>(x,y)  —  v{o,o)\  <      ^p^_^,^,     • 

Cette  inégalité  est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  R  et /*(/•<;  R), 
et  son  second  membre  tend  vers  zéro  avec  R~'  ;  donc  la  fonction 
a  même  valeur  en  un  point  arbitraire  (x,  y)  et  à  l'origine  :  c'est 
bien  une  constante. 

313.  Théorème  IIL  —  Une  fonction,  harmonique  dans  un 
domaine  CD  à  connexion  simple  ou  multiple,  ne  peut  avoir  de 
maximum  ni  de  minimum  à  /'intérieur  de  ce  domaine. 

En  effet,  soit  («,  b)  un  point  où  la  fonction  considérée  v[x,y) 
est  par  exemple  maximum.  Si  ce  point  est  intérieur  à  (D,  on 
peut  développer  vi^x^^y)  en  une  série  de  polynômes  harmoniques 
homogènes  par  rapport  aux  puissances  de  x  —  a  el  y — b,   ce 

qui  donne 

i>(^,y)  =Po{a,  b)-^- pi(x  —  a,y  —  t>)  +  .  .. 

-^pnix  —  a,y  —  b)  -H 

La  fonction  v  étant  maximum  au  point  (a,  b),  le  polynôme  p^ 
s'annule  identiquement;  quelques-uns  des  polynômes  p.y,  p3,  ••• 
peuvent  aussi  être  nuls  :  soit  />„  le  polynôme  de  degré  moindre 
différent  de  zéro.  L'introduction  des  coordonnées  polaires  (/',  o) 
le  met  sous  la  forme /■''(a,,  cosn'f  +  |j«  sin/rj),  et  par  suite  montre 
qu'il  est  impossible  de  prendre  /•  assez  petit  pour  que/?„  garde  un 
signe  constant  quel  que  soitcp.  Donc,  si  le  point  (a,  ^)  est  intérieur 
à  uD,  la  différence  ç{x,  y)  — /»(«,  b)  change  de  signe  dans  le  voi- 
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sinage  de  («,  b)  et  dès  lors  la  fonction  n'est  pas  maximum  en  ce 
point  ('). 

Corollaire.  —  Quand  une  fonction  harmonique  dans  un  domaine 
limité  cô  reste  encore  continue  sur  sa  frontière  C,  elle  atteint 
effectivement  un  maximum  et  un  minimum  sur  G,  puisqu'elle 
a  dans  ce  cas  un  maximum  et  un  minimum  dans  CO  ou  sur  G 
^jie  Partie,  p.  44)-  P^r  suite,  si  elle  n'est  pas  constante  dans  (0, 
elle  a  en  tout  point  de  Œ)  une  valeur  comprise  entre  sa  plus  grande 
et  sa  plus  petite  valeur  sur  G  (-). 

En  particulier,  elle  est  positive  dans  tout  le  domaine  (0,  si  elle 
est  positive  sur  G;  si  elle  est  nulle  (ou  constante)  sur  G,  elle  est 
nulle  (ou  constante)  dans  Cô. 

Nous  supposons  essentiellement  le  domaine  tô  borné;  car,  par 
exemple,  une  fonction  harmonique  peut  être  constante  sur  la 
frontière  d'un  domaine  illimité  sans  être  constante  dans  ce 
domaine,  au  moins  si  elle  ne  reste  pasjinie  à  l'infini  (•'). 


(  '  )  De  même,  dans  l'espace  ou  riiyperespacc,  une  fonction  harmonique  dans 
un  domaine  Ôc)  ne  peut  atteindre  son  maximum  ou  son  minimum  à  Vintérieur 
de  (Q. 

Grecn  a  donné  de  cette  proposition  une  autre  démonstration  simple  qui  repose 
sur  le  théorème  de  la  moyenne  de  Gauss  (p.  234,  note). 

Pour  le  plan,  cf.  Riemann,  Œuvres,  trad.  p.  26.  —  ScnwAUZ,  Œuvres,  t.  II, 
p.  202.  —  Neumanx,  m.  a.,  t.  m,  p.  340  et  43o.  —  Harxack,  Grundlagen,  p.  4'S. 
Pour  l'espace,  cf.  Gauss,  Œuvres,  t.  V,  p.  228.  —  Poincare,  Potentiel  newto- 
nien,  p.  i35. 

Plus  généralement,  étant  données  les  valeurs  extrêmes  L  et  L',  sur  la  frontière 
deCO,  d'une  fonction  harmonique  dans  CD,  on  peut  trouver,  pour  la  différence  des 
valeurs  qu'elle  prend  en  deux  points  donnés  situés  à  l'intérieur  de  (0,  une  limite 
supérieure  qui  est  une  fraction  déterminée  de  L  —  L'. 

(^)  Une  fonction  harmonique  dans  le  domaine  CÔ^  extérieur  à  une  courbe 
fermée  C  ne  peut  avoir  de  maximum  ou  de  minimum  que  sur  C  ou  à  l'infini. 
Si  la  fonction  est  nulle  à  l'infini,  on  démontre  que  celte  valeur  zéro  n'est  ni  maxi- 
mum, ni  minimum;  par  suite  la  fonction  a  ses  valeurs  extrêmes  sur  C.  En  parti- 
culier, si  elle  est  nulle  à  l'infini  et  constante  sur  C,  elle  est  nulle  dans  tO,.  Cf. 
Harxack,  Grundlagen,  etc.,  p.  48- 

(^)  Cf.  Gauss,  ŒSuvres,  t.  V,  p.  22'|.  Dans  l'espace,  si  une  fonction  harmo- 
nique dans  un  domaine  CD  limité  par  une  surface  fermée  S  (ou  harmonique 
dans  le  domaine  (Ô^  extérieur  à  S  et  nulle  à  l'infini)  est  nulle  sur  S,  elle  est 
nulle  dans  CO  (ou  dans  (Q^). 

Nous  venons  de  voir  (p.  2'j3)  qu'une  fonction  harmoni(|ue  dans  tout  l'espace 
et  nulle  à  l'infini  est  identiquement  nulle  :  dès  lors,  le  domaine  dans  kNjuel  une 
fonction  est  harmonique  a  une  frontière. 


246  LIVRE    II.    —   CHAPITRE    X. 

Théorème  IV.  —  Le  problème  de  Dirichlet  intérieur  n'a 
qu'une  solution. 

En  efifet,  s'il  existait  deux  fondions  harmoniques  dan  s  un  domaine 
limité  (D  et  prenant  sur  sa  frontière  C  la  même  suite  continue  de 
valeurs  ('),  leur  différence,  harmonique  dans  (t),  serait  nulle  en 
tous  les  points  de  C.  Ceci  est  imj)Ossible,  en  vertu  du  dernier 
corollaire,  à  moins  que  les  fonctions  ne  coïncident  dans  tout  le 
domaine  (£>(-). 


(')  Le  théorème  reste  vrai  lorsque  la  fonction  liarmonique  cesse  de  tendre 
vers  une  valeur  déterminée  en  des  points  isolés  de  C  (la  suite  des  valeurs 
données  restant  forcément  continue  le  long  de  toute  portion  de  C  qui  ne  ren- 
ferme aucun  de  ces  points  singuliers,  p.  Go) ^  pourvu  que  dans  leur  voisinage 
son  module  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe.  Cf.  Harnack,  Grundlagen,  etc., 
p.  i3a.  —  J.  RiEMANN,  A.  E.  N.,  1888,  p.  352  et  408.  —  Picard,  Analyse,  t.  II, 
p.  45. 

(-)  Le  même  raisounement  montre  qu'il  existe  une  seule  fonction  u  qui,  dans 
un  domaine  (D,  satisfait  à  l'équation  ^u  +  ku^=o  et  prend  sur  sa  frontière 
des  valeurs  données,  lorsque  k  est  une  constante  négative   {voir  la  note  p.  52). 

Que  peut-on  affirmer,  dans  le  cas  général,  relativement  à  une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes  du  tj'pe  (1), 
j).  5o. 

1°  Considérons  une  région  du  plan  où  l'équation  est  du  type  elliptique,  et  sup- 
posons qu'on  ait  démonti'é  l'existence  d'une  solution  uniforme  et  continue,  ainsi 
que  ses  dérivées  premières,  dans  un  domaine  fermé  CD,  et  prenant  sur  sa  fron- 
tière C  des  valeurs  données. 

Cette  solution  est  unique,  soit  lorsque  les  points  du  contour  fermé  C  s'éloignent 
suffisamment  peu  d'un  point  intérieur  (Picard,  /.  M.,  1890,  p.  i5o),  soit  même 
lorsque  C  enveloppe  une  aire  suffisamment  petite  (Picard,  /.  M.,  1896,  p.  296), 
soit  enfin  lorsque  dans  (0  le  produit  af  n'est  jamais  positif  (Picard,  /.  E.  P., 
1890,  p.  97). 

Dans  ce  dernier  Mémoire,  M.  Picard  suppose  analytiques  les  coefficients  a, 
b,  ...,/;  mais  W.  Paraf  {A.  T.,  1892,  H.,  p.  49)  a  montré  simplement  qu'il 
suffit  de  les  supposer  continus.  (  Pour  le  cas  de  trois  variables,  cf.  Le  Roy, 
A.  E.  N.,  1897,  p.  389.) 

Les  deux  premiers  théorèmes  de  M.  Picard  s'étendent  d'eux-mêmes  aux  équa- 
tions à  plus  de  deux  variables  {cf.  aussi  Zare.mba,  B.  S.  M.,  1896,  p.  19). 

2°  Considérons  une  région  où  l'équation  est  du  type  hyperbolique;  prenons-la 
sous  la  forme  (2),  p.  5i.  Le  problème  analogue  à  celui  de  Dirichlet  consiste 
à  chercher,  avec  Riemann,  une  intégrale  u  de  cette  équation,  continue  ainsi  que 

ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  qui  prenne,  ainsi  que  sa  dérivée  -7—» 

des  valeurs  données  sur  un  arc  de  courbe  AB  (  et  non  plus  sur  une  courbe  fermée). 
Cette  intégrale  est  complètement  définie  par  ces  valeurs,  dans  le  rectangle  de  côtés 
parallèles  aux  axes  et  ayant  A  et  B  pour  sommets  opposés,  pourvu  que  l'arc  AB 
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Corollaire.  —  La  résolulion  du  ])rol)lrme  de  Dirlchlel  avait 
appris  qu'il  existe  une  fonction  liarmoniquc  prenant  telle  suite 
continue  de  valeurs  que  l'on  veut  sur  la  frontière  de  tout  domaine 
donné.  Ici,  nous  voyons  qu'une  fonction  harmonique  est  complè- 
tement déterminée  par  ces  valeurs  limites  ('). 


soit  rencontré  une  fois  au  plus  par  des  parallèles  aux  axes  (Picard,  J.  M..  iS()0, 
p.  166;  IL  D.y  1899,  P-  '5o.  —  Darboux,  Sur/aces,  t.  II,  p.  75). 

De  même,  les  valeurs  d'une  intégrale  de  l'équation  (2)  sur  un  segment  OA  de 
l'axe  des  x  et  sur  un  segment  OB  de  l'axe  des  j'  définissent  complètement  cette 
intégrale  dans  le  rectangle  construit  sur  OA  et  sur  OB. 

Dans  le  cas  de  trois  variables,  on  peut  avoir  des  théorèmes  analogues.  Par 
exemple  une  intégrale  de  l'équation 

d'^u        d-u        d'il  _ 

dx-        dy-        dz-  " 

est  déterminée  par  les  valeurs  de  u  et  de  ^  sur   un   cercle  1'  du   plan  z  =  y, 

à  l'intérieur  des  deux  cônes  de  révolution  passant  par  la  circonférence  F  et  ayant 
leurs  génératrices  parallèles  à  celles  du  cône  x^'-^-y"- —  z"- =  o. 

Passons  aux  équations  non  linéaires  du  type  Aw  =  F(ar,  j^',  h).  M.  Picard 
a  montré  que,  si  dans  un  domaine  cD  la  fonction  V  est  bien  déterminée,  finie, 
positive  et  croissante  avec  u,  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  dans  (Q  et  prenant  sur  C  une  suite  donnée  de  valeurs,  pourvu  que  C 
soit  suffisamment  petit.  (/.  M.,  1890,  p.  17.3.  Cf.  aussi  Le  Roy,  A.  E.  A.,  1897, 
P-  399.) 

Voici  donc  plusieurs  cas  où,  tout  en  laissant  de  côté  le  point  de  vue  de  la 
théorie  des  fonctions  analytiques,  l'intégrale  d'une  équation  est  définie  par  cer- 
taines conditions  initiales  dans  des  domaines  bien  déterminés. 

(')  Une  fonction  liarmoniquc,  au  sens  le  plus  étroit  (et  c'est  en  ce  sens 
qu'il  faut  entendre  les  théorèmes  qui  précédent),  est  régulière  dans  tout  son 
domaine  d'existence;  par  suite,  elle  est  régulière  à  l'infini  (luand  ce  domaine 
est  illimité. 

Mais  on  peut  aussi  regarder  comme  liarmoniquc  une  fonction  qui  jouit  en 
général  des  propriétés  énoncées.  Alors  une  fonction  harmonique  dans  un  domaine 
illimité  peut  avoir  à  l'infini  une  valeur  finie,  ou  bien  devenir  infinie  soit  comme 
le  potentiel  logarithmique,  soit  comme  une  puissance  finie  ou  infinie  de  /■.  Dans 
le  cas  du  problème  de  Dirichlet  extérieur,  une  fonction  harmonique  n'est  déter- 
minée par  ses  valeurs  limites  sur  C  que  si  des  hypothèses  sur  la  nature  de  la 
fonction  à  l'infini  permettent  d'en  déduire  sa  valeur  i\  l'infini. 

Ainsi  une  fonction  harmonique  qui  doit  rester  finie  à  l'infini  a  une  valeur 
à  l'infini  qui  dépend  de  ses  valeurs  sur  C  :  par  suite,  le  laisonncment  du  texte 
montre  qu'elle  est  déterminée  par  ces  valeurs,  puisqu'une  fonction  harmonique, 
nulle  à  l'infini  et  nulle  sur  C,  est  nulle  dans  (i3^  (note,  p.  a'iô).  Le  problème 
extérieur  ainsi  entendu  a  une  solution  imiijue.  Comme  conséquenc(%  étant  donnée 
sur  C  une  suite  continue  de  valeurs,  une  fonction  harmonique,   nulle  à  iinfini, 
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314.  Théorèmes  d' Harnack  (').  —  Ce  sont  deux  propositions 
qui  jouent,  dans  la  théorie  des  fonctions  liarmoniques,  le  rôle  des 
théorèmes  d'Abel  dans  l'élude  des  séries  entières. 

I.  Une  série  11=1  Uq-\-  Ux  +  •  •  ■+  u„  +  . . . ,  dont  les  éléments 
sont  des  fonctions  harmoniques  positives  en  tout  point  inté- 
rieur à  un  domaine  tô  d'un  seul  tenant,  converge  dans  ce 
domaine,  converge  uniformément  dans  tout  domaine  intérieur 
et  y  représente  une  fonction  harmonique,  dès  qu'elle  converge 
en  un  point  A  intérieur  à  iD  ;  les  séries  dérivées  jouissent  des 
mêmes  propriétés. 

Pour  rapprocher  la  démonstration  de  cette  proposition  de  celle 
du  théorème  d'Abel  (1"^  Partie,  p.  i33),  nous  prouverons  d'abord 
que  si  la  série  donnée  u  converge  au  point  A,  elle  converge  uni- 
formément dans  tout  cercle  F'  intérieur  à  une  circonférence  con- 
centrique arbitraire  F  passant  par  A  et  intérieure  au  domaine  (0. 

Soit  M  vin  point  arbitraire  intérieur  à  F';  supposons  l'origine 
des  coordonnées  au  centre  O  de  F'  et  appliquons  à  chaque  élé- 
ment u,i  la  formule  de  Poisson  (p.  287 ) 


I        f  ^ 


(4)  ,(M)  =  -^    /    --  _^,^^    v{?)ds, 


en  prenant  pour  contour  d'intégration  une  circonférence  C  con- 
centrique à  F,  intérieure  à  cD,  et  dont  le  rayon  R  surpasse  celui 


ne   peu     prendre   sui'  C  que   des   valeurs   éj;ales,   à  une  constante   près,  à  cette 
suite. 


De  même,  une  fonction   harmonique  u,   telle  que  la  différence  u  —  7?ilog(-) 

ait  une  valeur  finie  à  l'infini,  est  déterminée,  à  une  constante  addilive  près,  par 
ses  valeurs  limites  sur  C  {cf.  Harnack,  Grundlagen,  etc.,  p.  79). 

(•)  Berichte  der  sàchsischen  G.  der  W.,  1886  {M.  A.,  t.  XXXV.  p.  2.5); 
Grundlagen,  etc.,  p.  66.  Le  second  théorème  semble  avoir  été  énoncé  d'aliord 
par  M.  Volterra  {Anncdi  di  M.,  1882,  p.  bi). 

Cf.  aussi  Painlevé,  A.  T.,  1888,  B.,  p.  i5.  —  Poincaré.  American  Journal, 
1890,  p.  219;  Potentiel  newtonien,  p.  2^5,  etc. 

On  conclut  du  théorème  d'Harnack  que  l'on  sait  résoudre  le  problème  de 
Dirichlet  dans  le  cas  le  plus  général,  dès  qu'on  sait  le  résoudre  dans  le  cas  oii 
la  fonction  cherchée  prend  sur  la  frontière  C  les  mêmes  valeurs  qu'un  polynôme 
donné  :  c'est  le  point  de  départ  de  la  méthode  dite  du  balayage. 

M.  Le  I^oy  a  généralisé  les  théorèmes  d'Harnack  [A.  E.  N.,  1897,  P-  4*8). 
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de  r  :  ceci  est  permis,  car  les  fondions  u„  liarmoniques  dans  cô 
sont  continues  sur  C.  Chaque  terme  ;/«(iM)  est  ainsi  représenté 
par  une  intégrale  à  éiémenls  tous  positifs,  puisque  la  fonction  u,, 
est  positive  en  tous  les  points  P  de  C;  dès  lors,  MP  étant  compris 
entre  R  —  OM  et  R  +  OM,  on  déduit  de  la  relation  (4)  des  limites 
supérieure  et  inférieure  de  ;//^(M)  et  l'on  a 

Formons  les  inégalités  analogues  relatives  à  /<„(A).  La  combi- 
naison des  résultats  donne 

et  par  suite,  tant  (jue  le  point  M  ne  sort  j);is  du  cercle  F'  de 
rayon  R', 

/M     ^  R  — R'  R-OA 

Dès  lors,  la  série  à  termes  positifs //(.M  jco/ue/'^e  uni/of/nément 
dans  r',  puisqu'elle  a  ses  éléments  inférieurs,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  à  ceux  de  la  série  convergente  à  termes  positifs  if{A) 
^[re  pariJg^  p.  122). 

On  conclut  de  là  (|ue  celte  série  cslharmoni'qae  dans  F'.  En  efTel, 
soit  P  un  point  arbitraire  d'une  circonférence  F"  concentrique  à  F', 
de  rayon  moindre  R"  et  renfermant  le  point  M  à  son  intérieur. 
Puisque  la  série  u  converge  uniformément  sur  F",  on  peut  l'in- 
tégrer terme  par  terme  le  long  de  cette  circonférence,  après  en 

avoir   multiplie   les    éléments   par  le    lacteur   borne   .,  as 

(P  désigne  un  point  variable  de  F").  Les  intégrales  que  cette 
opération  introduit  peuvent  être  remplacées,  d'après  lu  for- 
mule (4),  respectivement  par  //o(M),  //,(M),  ...,  //«(M),  ..., 
puisque  les  fonctions  //û,  //(,  ...,  ",/,  •••  sont  liarinoniijues.  On  a 
donc 

/"r"2— ôm'    ,„    ,         ,.,, 

I -u{?)ds  r=  »(M), 

Jy..  9.-ir'i"\lP" 
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ce  qui  prouve  (p.  2.38  et  242)  que  la  fonction  ?/(M)  est  harmo- 
nique à  l'intérieur  de  V. 

Le  théorème  étant  démontré  pour  le  cercle  F',  on  l'élend  à  tout 
le  domaine  ©,  puisqu'une  chaîne  formée  d'un  nombre  fini  de 
cercles  se  coupant  deux  à  deux  permet  de  passer  du  point  ini- 
tial A  à  un  point  quelconque  situé  à  l'intérieur  de  CD  (n°  316). 

11.  Soient  Uo^  i/\i  •  •  • .  fhit  •  •  •  des  fonctions  harmoniques  dans 
un  domaine  Œ),  gui  sur  sa  frontière  C  tendent  vers  des  valeurs 
bien  déterminées  Uq,  ;/,,  ...,  u^,  ...  (au  sens  donné  V^  Partie, 
p.  2^9),  tel/es  que  la  série  2,  ihi  converge  uniformément  sur  C  : 
alors  la  série  ^?/«  converge  uniformément  dans  (D,  elle  est 
harmonique  dans  CD,  sa  somme  u  tend  sur  C  vers  une  vcdeur 
bien  déterminée  cjui  n'est  autre  que  la  somme  u  de  la 
série  /_,Un- 

En  effet,  posons 

u  =  Sn  -^  r,i  =  (uj^.  .  .^  u„_i  )  -{-  (  Un  -r- .  .  .  \  r,ip  =  r,,  —  r,i+p  ; 

u  =  Sa  -^  r,i  =  (  ?/u  —  .  .  .  -h  u,,^i  )  -^  (  U;i  -f- .  .  .  ) ,  r„p  =  /•„  —  r„+p. 

En  vertu  de  la  convergence  uniforme  sur  C  de  la  série  u^  on  peut 
choisir  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait,  sur  tout  le  contour  C,  quel 
que  soit  l'entier  positif/?, 

I  '^'np  I  <  -c, 

£  étant  un  nombre  positif  pris  arbitrairement.  Du  reste,  d'après  les 
propriétés  des  fonctions  harmoniques  (p.  244)?  1^  somme  r„p^ 
composée  dun  nombre  fini  de  fonctions  harmoniques,  a  à  l'in- 
térieur de  (D  un  module  inférieur  au  maximum  du  module  de  sa 
limite  r„p  sur  le  contour  C,  et  par  suite  à  e.  C'est  dire  que  la 
série  u  converge  uniformément  dans  (0. 

Elle  est  harmonique  dans  (D,  d'après  le  raisonnement  employé 
au  théorème  précédent. 

Enfin,  désignons  par  t  un  ])oint  quelconque  de  C.  On  peut 
entourer  ce  point  d'un  cercle  y  assez  petit  pour  que  l'on  ait,  en 
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toiil  point  M  de  (ft  inlérieur  à  v, 

|s„(M)  — 7„(r)|  <  £, 

puisque  la  fonction  continue  5„(M)  a  pour  limite  s,t(l)  au  point  t. 
On  a  donc,  dans  le  voisinage  de  ^,  en  vertu  de  la  convergence 
uniforme  des  séries  m  el  u., 

\u(M)—7l(t)\  =  \[sn(M)—~Sn(t)]^>;,-7„\<3t. 

ce  qui  justifie  la  troisième  partie  du  théorème. 

31o.  Nous  utiliserons  bientôt,  dans  la  théorie  de  la  représen- 
tation conforme,  une  fonction  dite  fonction  de  Green  relative 
à  un  domaine  fermé  à  connexion  simple  ou  multiple  (C)  et  à  un 
pôle  (.roj^o)  intérieur  à  (ô.  On  entend  par  là  une  fonction  s'an- 
nulant  sur  la  frontière  C  de  cO,  et  partout  harmonique  dans  (î> 
sauf  au  pôle  (.37o,jKo))  o^  cl'^  devient  infinie  comme  log/~' 
(r  désigne  la  dislance  du  pôle  à  un  point  arbitraire  .r,j'de(î)). 
Nous  la  représenterons  par  o-(^,  jj'l  oCq^Yç^). 

A  tout  domaine  (ô  correspond  une  fonction  de  Green.  —  En 
effet,  en  résolvant  le  problème  de  Dirichlet,  on  apprend  à  former 
une  fonction  u(x,y)  harmonique  dans  (D  et  prenant  sur  C  telles 
valeurs  que  l'on  veut,  par  exemple  les  valeurs  log /•'"',  et,  par  suite, 
à  former  la  fonction  log/"'  —  ?/(.r,  j>'),  qui  jouit  des  projiriélés 
énoncées  ('  ). 

Cette  fonction  est  unicjue.  —  Car  la  différence  de  deux  fonc- 
tions de  Green,  relatives  au  même  domaine  et  au  même  pôle, 
serait  identiquement  nulle. 

Elle  est  positive  à  l'intérieur  de  n-\  —  En  effet,  la  fonction 
de  Gieen  est  harmonique  dans  le  domaine  limité  par  le  contour  C 


(')  Dans  l'espace,  la  fonction  de  Green  a  pour  expression  r-'—  u{x,  y^  z). 

Celle  dernière  fonction  a  été  inlroduilc  par  Green  {Essay  on  llie  applica- 
tion, etc.,  1828),  tandis  que  celle  relative  au  plan  a  été  considérée  par  liicmann. 
C'esl  aussi  Hiemann  qui  a  donné  à  ces  fonctions  le  nom  de  Green. 

La  fonction  de  Green  relative  au  domaine  extérieur  à  C  a  une  dcfinilion 
analogue. 
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et  une  petite  circonférence  y  entourant  le  pôle  (.To,  j'o),  et  elle  est 
continue  dans  ce  domaine /(?/■/?? <?;  elle  est  nulle  sur  C,  et  elle  est 
positive  sur  y,  si  y  a  un  rayon  suffisamment  petit.  Donc  en  tout 
point  {-r^y)  du  domaine  avant  pour  frontière  (C,  *'),  et  par 
suite  en  tout  point  intérieur  à  (0  sauf  au  pôle,  elle  a  aussi  une 
valeur  positi\e  (  '  ). 

Réciproquement,  quand  on  sait  former  la  fonction  de  Green,  on 
peut  résoudre  le  problème  de  Dirichlet. 

En  effet,  soit  g'{3:,y;  ^o^jKo)  la  fonction  de  Green  relative  au 
domaine  ffi  et  à  un  pôle  arbitraire  [Xq,j-o)',  appelons  r(.r,y) 
la  fonction  qui  résout  le  problème  de  Dirichlet  dont  on  s'occupe, 
fonction  qu'il  s'agit  de  déterminer  par  ses  valeurs  limites  sur  C. 

Les  deux  fonctions  g  -i-  log/-  et  i>  sont  harmoniques  dans  tout 
le  domaine  CD,  y  compris  le  pôle;  par  suite,  en  vertu  de  la  for- 
mule (i)  (p.  282),  on  a  (-) 


ds 


La   fonction  g  est  nulle  sur  C;   aussi,  la  combinaison    de   cette 
formule  et  de  la  relation  (3)  (p.  234)  donne  l'égalité 


■2T.J..     dn 


di 

V 

'c 
qui  résout  le  problème  de  Dirichlet. 


(')  La  fonction  de  Green  g  garile  la  même  valeur,  lorsqu'on  échange  entre 
■elles  les  coordonnées  {x,^.  y^)  du  pôle  et  celles  du  point  variable  de  lÀ)  dont  g 
dépend;  ainsi  l'on  a 

o  (  •^'  y'i   -^(o  y  a  )  =  s  (  -^0)  y  a  '■>  ^i  }') 

(on  suppose  les  points  x^,  y^  et  x,  y  intérieurs  à  CD). 

La  démonstration  de  cet  important  théorème,  énoncé  par  Green  et  établi 
par  Riemann,  repose  sur  la  formule  de  Grccn  (p.  aSi). 

Cf.  Ru;ma\x-Hattendorf,  Scinvere,  Elektricitàt  und  Magnetismus.  187G.  — 
Harnack,  Grundlagen,  etc.,  p.  -■/>.  —  Poincaré,  Potentiel  newtonien,  p.  i54 
et  165.  —  J.  RiEMAXN,  A.  E.  N.,   ih88,  p.  4oi.  —  Paraf,  A.   T.,    1892,  H.,  p.  3i. 

Relativement  à  Texistence  des  valeurs  limiies  des  dérivées  partielles  de  g  sur  C, 
cf.  LiAPOUNOFF,  /.  M.,  1898,  p.  307. 

(-)  Ces  calculs  supposent,  avons-nous  dit,  nue  -;—  et  -;—  vérifient   sur   C  cer- 

dn        dn 
taines  conditions;  elles  sont  certainement  satisfaites  si  les  fonctions  v  et  g  sont 

harmoniques  un  peu  au  delà  de  C. 
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Ainsi  le  problème  de  Green  et  celui  de  Dirichlet  sont  équi- 
valents ('  );  toutefois,  en  changeant  la  forme  de  l'énoncé  de  l'un  de 
ces  problèmes,  on  en  facilite  parfois  la  solution  (-). 

316.  La  théorie  du  prolongement  analytique,  exposée  au 
Chapitre  V,  s'applique  presque  sans  modification  aux  fonctions 
harmoniques. 

Considérons  une  fonction  de  deux  variables,  uniforme  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres, 
et  vérifiant  Téquation  de  Laplace  dans  le  voisinage  d'an 
point  (^ojJKo)'  Oi^  peut  regarder  celte  fonction  comme  définie 
soit  par  les  valeurs  qu'elle  prend  le  long  d'un  contour  fermé  arbi- 
traire entourant  ce  point  (p.  ^4^)5  soit  par  une  série  de  polynômes 
harmoniques  homogènes  ou  une  série  convenable  de  puissances; 
dans  tous  les  cas,  elle  est  représentable  par  une  série  de  l'un  ou 
l'autre  de  ces  types. 

Désignons  par  ^\(^,  JK  |  -2^07  J^o)  celle  série  ou  élément  de  fonc- 
tion, et  par  (Oq  sa  région  de  convergence.  Une  transformation 
linéaire  permet  de  substituer  à  cet  élément,  dans  le  voisinage  de 
tout  point  (x,,j",)  intérieur  à  cOo,  une  autre  série  de  même 
type  ^$i{x,  y\xi^  yi)^  convergente  dans  un  certain  domaine  t0(. 
Les  séries  ^J?o  et  'Pi  ont  même  valeur  dans  la  région  0  commune  aux 
domaines  (Oq  et  cD(  ;  si  le  domaine  lO,  sort  de  (Oo,  ou  peut  regarder 
la  fonction  définie  dans  (0,  par  la  série  y.\  comme  prolongeant 
hors  de  0  la  fonction  définie  dans  (ûy  par  la  série  <J?o,  el  définie 
dans  ô  à  la  fois  par  ifo  et  y.',. 

De  la  série  ^JL',  on  déduira  de  même  des  séries  y.\,  y?3,  ...  ;  de  là 
une  chaîne  de  séries  qui  définit  et  repiésenle,  dans  un  domaine 


(')  Celle  proposition  esl  due  à  Riemann. 

Non  seulement  on  peut  trouver  la  fonction  de  Green  relative  à  tout  domaine 
pour  lequel  on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet,  mais  le  problème  de 
Dirichlet  étant  résolu  pour  les  domaines  limités  par  un  nombre  fini  de  segments 
rcctilignes,  Harnack  est  parvenu  à  former  la  fonction  de  Green,  relative  à  un 
domaine  quelconque  {Grundlagen,  etc.,  p.  71). 

(')  Sur  la  fonction  de  Green  relative  au  rectangle,  cf.  Hahnack,  Grund- 
lagen,  p.  77;  relative  au  parallélépipède  rectangle,  cf.  UiiiM.VNN-llATTENUoiu  r, 
Scluvere,  etc.,  p.  84;  relative  à  certains  polyèdres,  cf.  ArrELi-,  .1.  .1/..  l.  MU. 
p.  275  et  IliQUiEii,  Tlièse,  188G,  p.  ij!\. 
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d'un  seul  tenant  pouvant  se  recouvrir  plusieurs  fois,  une  fonction 
uniforme  ou  multiforme,  jouissant  en  tous  ses  points  des  mêmes 
propriétés  que  son  élément  initial  et  telle  qu'un  élément  de  la 
chaîne  suffise  à  faire  connaître  tous  les  autres.  C'est  celte  fonc- 
tion que  Weierstrass  appelle  yo«c^«o«  harmonique. 

La  définition  par  prolongement  conduit  à  s'occuper  des  obstacles 
au  prolongement,  par  suite,  à  étudier  les  points  singuliers,  les 
lignes  singulièies  ou  coupures,  les  espaces  lacunaires  (M.  Qu'il 
s'agisse  d'une  fonction  analytique  de  variable  complexe  ou  d'une 
fonction  harmonique,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'elle  soit  prolongeable  au  delà  d'une  coupure  quelconque 
(I'"'^  Partie,  p.  Siy),  d'une  coupure  analytique  (p.  io4)  sont  les 
mêmes  (^);  les  fonctions  harmoniques  étant  analytiques  (variables 
réelles),  les  théorèmes  de  MM.  Picard  et  Goursat  (I'*^  Partie,  p.  320, 
note  2)  leur  sont  applicables.  Par  exemple,  deux  fonctions  harmo- 
niques, définies  des  deux  côtés  c  et  c  d'un  arc  de  courbe  C,  se  pro- 


(')  Un  point  singulier  pour  une  fonction  harmonique  est  un  point  où  elle  cesse 
d'être  régulière  (p.  287  et  22g).  Il  existe  toujours  de  pareils  points,  car  une 
fonction  harmonique  régulière  dans  tout  le  plan  (y  compris  le  point  00)  est  une 
constante  (p.  243  ). 

Un  point  singulier  {a,b)  est  un  pôle  pour  une  fonction  harmonique  uni- 
forme u{x,  y)  quand  on  peut  trouver  des  polynômes  homogènes  p^,  ...,  p^^  en 
nombre  limité  tels  que  la  différence 

«(^,  r)-y>,(-^'-^)-...-y^„ 


^x  —  a    Y  —  bj  '\x  —  a    y — b ^^ 


soit  régulière  au  point  {a,  b).  Dans  le  cas  contraire,  le  point  singulier  est  essentiel. 
Si  ce  point  essentiel  est  isolé,  on  peut  trouver  une  série  de  polynômes  homogènes 
tels  que  la  différence 


u{x,  y)—p 


/       r       ^        1      \  /       1  I      \ 

\x  —  a'y  —  bj      '"      ^  "\^x  —  a'  y  —  b) 


soit  régulière  au  point  (a,  b). 

(^)  En  particulier,  le  prolongement  par  symétrie  des  fonctions  harmoni(jucs 
s'effectue  comme  celui  des  fonctions  analytiques  (p.  101).  Ainsi  une  fonction, 
harmonique  dans  une  aire  et  prenant,  sur  un  arc  régulier  C  de  ligne  analytique 
appartenant  à  sa  frontière,  des  valeurs  représentées  par  une  fonction  analytique 
du  paramètre  qui  sert  à  définir  les  points  de  C,  peut  être  prolongée  au  delà  de  C. 

Quand  la  courbe  C  est  formée  de  plusieurs  arcs  réguliers  c,  c',  ...  de  lignes 
analytiques,  le  prolongement  est  possible  au  delà  de  tous  les  points  de  C,  sauf  en 
général  autour  des  sommets,  c'est-à-dire  des  points  communs  aux  lignes  c,  c', 
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longent  analjtiqucment  l'une  Taiilre,  lorsqu'elles  ont  même  valeur 
sur  C  et  que  leurs  dérivées  normales,  prises  respeclivement  des 

côtés  c  et  c,  sont  égales  et  de  signes  contraires  le  long  de  C.  Une 
fonction  harmonique,  alTectée  de  /i  singularités  (sans  point  com- 
mun entre  elles),  est  la  somme  de  n  ("onctions  n'ayant  chacune 
qu'une  singularité  (p.  iiq).  Le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler 
(p.  201)  s'étend  aux  fonctions  harmoniques  uniformes,  etc.  ('). 

Cette  théorie  du  prolongement  est  applicable  aux  fonctions 
de  3  et  de/?  variables  (-).  Quand  ces  fonctions  sont  multiformes, 
l'échange  de  leurs  déterminations  s'obtient  en  faisant  décrire  à  la 
variable  des  courbes  fermées  entourant  certaines  /ignés  singu- 
lières ou  de  branchement,  qui  dans  l'espace  jouent  le  même  rôle 
que  les  points  critiques  dans  le  plan  (''). 

On  est  ainsi  amené  à  considérer  des  fonctions  harmoniques 
algébriques  :  celles  de  trois  variables  sont  des  fonctions  définies 
dans  tout  l'espace  et  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  pôles  ou  de 
lignes  de   branchement,  ces  dernières  étant   de   degré  de   multi- 


(')  Cf.  Pai.nleve,  a.  t.,  i88S,  C,  p.  -5,  129,  etc.  —  Stahl,  /.  de  Crelle,  t.  79, 
p.  265.  —  Bruns,  /.  de  Crelle,  t.  81,  p.  349.  —  Appell,  A.  M.,  t.  IV,  p.  325 
et  t.  VIII,  p.  2.65;  /.  M.,  1887,  p.  i.  —  PiCAiin,  Analyse,  t.  II,  p.  02  et  2(19. 

{')  Par  exemple,  M.  Appell  (/oc.  Ci7.  )  a  cludié  les  fonctions  haimoni.iues  uni- 
formes à  trois  variables  qui  ont  trois  groupes  de  périodes  simultanées. 

(  3  )  Comme  exemple  simple  de  fonction  multiforme  de  Irois  variable?,  .M.  Appell 
{M.  A.,  t.  X\X,  p.  i55)  considère  l'expression 


u{x,  y,  z)  = 


\,(x—  x/-h(jK  — ?)-+(-  — r)' 


^'{x  —  a,)^+  (r— ?i)'-T-  (-  — ïJ- 

Quand  les  constantes  a,  a,,  a,  a,,  ...,r,  sont  i-éelles,  elle  représente  une  fonction 
uni/orme,  ayant  comme  pôles  les  points  (a,  jî,  y),  (»i,?pÏi)-  Quand  les  con- 
stantes a  et  a,,  a  et  a„  ...  ont  des  valeurs  imaginaires  conjuguées,  elle  définit 
une  fonction  réelle  multiforme,  dont  les  déterminations  s'échangent  lors(|iron 
décrit  un  conlour  fermé  traversant  l'aire  du  cercle 

{X  -  oL'r-^  {y  -  Vr-^  {z  -  YY--  («"'+  ?"=+  Y  ')  =  o 


?  =  ?'+'■?"  ). 
3t"(x  — a')  -r-  ^i"(^—  ?')-^r  (-=  — r  )  =«  \y  -Y-h  if 

et  entourant  sa  circonférence  :  cette  circonférence  est  une  ligne  singulière. 
Cf.  aussi  SoMMEUFELD,  Procecdings  0/  tlie  London,  M.  S.,  189G-1897,  p.  "Sip. 
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pllcilé  fini.  Pour  séparer  leurs  diverses  délerminalions,  on  peut, 
par  analogie  avec  les  feuillets  plans  de  Riemami,  considérer  un 
espace  riemannien  dans  lequel  elles  seront  uniformes  et  continues  ; 
cet  espace  sera  formé  par  plusieurs  espaces  distincts,  tels  que  l'on 
passe  de  l'un  à  l'autre  suivant  des  lois  définies  ('). 

§  II.  —  Les  fonctions  harmoniques  et  les  fonctions  analytiques. 

Dès  rintroduclion,  le  lien  entre  les  fonctions  harmoniques  de 
deux  variables  réelles  et  les  fonctions  analytiques  d'une  variable 
complexe  a  été  mis  en  évidence  :  à  une  fonction  harmonique 
dans  un  domaine  cD  simplement  connexe,  il  suffit  d'associer  par 
le  symbole  i  la  fonction  harmonique  complémentaire  pour  obtenir 
une  fonction  y(5)  analytique  dans  03  (l'*^  Partie,  p.  5i). 

Cette  proposition  montre  l'importance  du  rôle  que  joue  le  pro- 
blème de  Dirichlet  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  : 
en  particulier,  sa  résolution  apprend  que  l'on  peut  choisir 
arbitrairement  les  valeurs  de  la  partie  réelle  de  f{z)  sur  la 
frontière  de  cO  (p.  59),  et  que  cette  suite  de  valeurs  détermine 
complètement  la  fonction  f{z)  dans  tout  le  domaine  cO,  si  l'on  se 
donne  de  plus  sa  valeur  en  un  point  intérieur  à  cO  (p.  246  et 
jre  Pai^tJe^  p_  5,). 

Ici,  nous  reviendrons  seulement,  en  nous  plaçant  au  point  de 
vue  de  Riemann,  sur  la  possibilité  du  développement  des  fonc- 
tions analytiques  en  série  de  Taylor. 

317.  Théorème  I.  —  L'association  par  le  symbole  i  de  deux 
fonctions  u(^x,y),  v[x,y)  harmoniques  dans  le  voisinage  de 
l'origine  et  complémentaires  donne  une  fonction  développable 
en  série  suivant  les  puissances  de  x  -\-  iy. 

En  effet,  développons  d'abord,  en  série  de  polynômes  homo- 
gènes, chacune  des  fonctions  u  et  v  (p.  289);  on  a,  en  désignant 


(')  Par  exemple,  soit  une  foiiclioii  algébrique  à  n  branches.  Prenons  n  exem- 
plaires de  l'espace  ordinaire;  mai-quons  sur  chacun  d'eux  les  lignes  de  bran- 
chement et  tendons  des  membranes  entre  ces  lignes.  L'espace  de  Riemann,  relatif 
à  la  fonction  considérée,  s'obtient  en  coupant  chaque  exemplaire  de  l'espace  le 
long  de  ces  membranes,  et  en  les  croisant  de  façon  que  l'échange  des  espaces  se 
fasse  dans  des  conditions  convenables  (c/.  Sommerfeld,  toc.  cit.,  p.  397). 
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par  a„,  ^„,  o„,  £„  des  nombres  définis  plus  haut  dépendant  des 
valeurs  des  fonctions  u  et  ç  sur  une  circonférence  entourant  l'ori- 
gine, 

Les  fonctions  u  et  v  étant  complémentaires,  la  première  des 
équations  de  Cauchv-Riemann  donne 

Z  V'"  ^  "^  ^«  ■^y'  -2d  V"  ly  -^  '"  ly)  ' 

puisqu'il  suffit,  pour  dériver  les  séries  u  et  t-,  de  les  dériver  ternie 
par  terme  (p.  242). 

Les  polvnomes  t,^  et  to„  sont  aussi  complémentaires;  par  suite, 
la  dernière  égalité  peut  s'écrire 

ce  qui  montre  que  les  coefficients  a„  et  [j«  sont  respectivemenl 
égaux  à  s.,1  et  — 0,^.  Donc,  si  l'on  pose 

ex,, —  ï!j„  =  Yrt,         /"(coscp  -i-  i  sinç)  =  a;  -f-  «y  =  -:, 
il  vient  bien 

puisque  Ton  a 

7:„(r,  ^)  =  /■"  cosn©,         M,i(T,  y)  =  r"  s\n  no. 

318.  Théorème   II.    —   Réciproquement,    ((ne   série   entière 
convergente  à  l'origine 

*î(s)  =  Yo  +  Yi^ +.••-(- Y«^''  +  --- 

peut  être  mise,  dans  le  voisinage  de  r  origine,  sous  la 
forme  u(x, y) -]~  i v{x, y),  u  et  v  désignant  des  fonctions 
harmoniques  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  complémen- 
taires. 

En  elTet,  soit 

T'<=  ^«+ t?/i,         z^x  ->r  iy  =  /-(cosîp  +  isincp). 
F.  —  II.  17 
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On  a,  pour  les  valeurs  de  ;•  inférieures  à  un  nombre  fixe, 

^i^{z)  =N  /-«(a/j  cos«(p  —  p„  sin/icp)  +  i  \  r"([3„  cos«cp  +  a„  sin«<p). 

Par  suite,  si  Ton  pose  (p.  289) 

/"'  cos/itp  =  -r.nior,  y),         r"  s'inno  =  w„(a7,  y), 
il  vient 

en  désignant  par  u  et  p  des  séries  absolument  et  uniformément 
convergentes  dans  le  voisinage  de  l'origine  (p.  2^1). 

Pour  dériver  ces  séries,  il  suffit  de  les  dériver  terme  par  terme; 
dès  lors,  comme  les  polynômes  t^,i  et  w,^  sont  liarmoniques  com- 
plémentaires, il  en  est  de  même  des  fonctions  u  et  v. 

319.  Ajoutons  quelques  considérations  sur  les  fonctions  ana- 
lytiques de  plusieurs  variables  complexes,  lorsqu'on  les  regarde 
comme  définies  par  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Soient  x^,  . . . ,  x,i,  y{,  .  ..  ,  y,!  des  variables  réelles  en  nombre 
pair,  u  et  c  des  fonctions  de  ces  variables,  continues  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  l'intérieur  d'un 
domaine  (D.  Associons  par  le  symbole  i  les  variables  x^  Q\-  yk  de 
même  indice,  ainsi  cjue  les  fonctions  u  et  v.  A  quelles  conditions 
la  fonction  ainsi  obtenue 

est-elle  monogène  dans  (D,  c'est-à-dire  a-t-elle  des  dérivées  par- 
tielles par  rapport  à  ^1 ,  .  . . ,  ^„,  indépendanles  de  la  manière  dont 
les  accroissements  A:;,,  . . . ,  Az,i  de  ces  variables  tendent  vers  zéro? 

Théorème.  —  Pour  que  la  combinaison  u  +  iv  soit  mono- 
gène dans  (D,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  u  et  v  y 
satisfassent  aux  équations  de  Caucliy-Riemann  généralisées 

...  du  âi>  du  dv 

dx,,        ûyj,  dyk  Ox/,  '         >     / 

En  effet,  nous  avons  établi  celte  proposition  pour  /i  =  i ,  lorsque 
l'accroissement  A3  de  la  variable  indépendante  tend  vers  zéro  en 
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suivant  une  courbe  quelconque  qui  a  une  tangente  (c'est  Tliv- 
pothèse  de  Riemann,  cf.  V"  Partie,  p.  48,  texte)  et  même  une 
courhe  absolument  quelconque  [V^  Partie,  p.  49,  note).  Repre- 
nons cette  démonstration  (cette  fois  sans  considérer  à  part  le  cas 
particulier  examiné  par  Riemann)  en  l'étendant  aux  fonctions 
de  n  variables. 

Les  conditions  [h.)  sont  nécessaires.  —  En  elîet,  en  vertu  des 
hvpolhèses  sur  la  continuité  des  dérivées,  l'accroissement  A(v  de 
la  fonction  w  correspondant  à  des  accroissemenls  Ac,,  ...,  A::,, 
des  variables  peut  s'écrire 

^- =2  i(;^ +  ='•>""  (II- ■«)  ^■'■'- 

£*,  r,A,  s'y^,  'i\i^  désignant  des  nombres  qui  tendent  uniformément 
vers  zéro  avec  les  \zk  dans  le  voisinage  de  tout  point  intérieur  au 

domaine   tO.  Il  faut,   en   particulier,   que  -— -  ait   une   limite   fixe 

quand,  Aco,  ...,  A:;,,  étant  nuls,  A:r,  et  Aj^,  tendent  vers  zéro 
de  façon  que  leur  quotient  ait  une  limite  déterminée  (piel- 
conque  m;  par  suite,  le  rapport 


du 


du         ./  di>               Ov  \ 
h  i v-  ni 1 


doit  être  indépendant  de  /?i,  ce  qui  entraîne  les  deux  premières 
relations  (A),  et  dès  lors,  d'après  un  raisonnement  évident,  les  in 
relations  (A). 

Les  conditions  (A)  sont  suffisantes.  —  En  effet,  pour  recher- 
cher la  dérivée  partielle  de  w  par  rapport  à  :;,,  on  doit  d'abord 
annuler  dans  A(V  les  accroissemenls  A:;o,  ...,  Av„.  Introduisons 
cette  livpotlièse  dans  l'expression  de  Atv  donnée  ci-dessus,  puis 
transformons-la  à  l'aide  des  relations  (A);  il  vient 


/  Ou         .  dv 

( h  i 

\w         \0x\  Ox\ 


A   tout  nombre   positif  a,   si   petit  suit-il,  on   peut   faire  corres- 
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pondre  un  nombre  positif  h  tel  que  e,,  s',,  yj,,  7)'^  aient  leurs 
modules  inférieurs  à  a  dans  l'ensemble  |  Ax,  |  <  A,  |  A/i  |  ■<  ^i  en 
tout  point  (;:,,  ...,5„)  de  CD;  on  a,  par  suite,  dans  cet  ensemble, 

(  £i  -+-  it\  )  \xi  -i-  (  rji  -+-  «  r/,  )  A  r, 


Aa-i-i-  i\ji 


<4a. 


A  H' 

Donc,  en   tout  point  de  cD,   — -  tend  vers   la   limite  bien   déter- 

.     ,        du  .  di:>  ,,  .      ,  •  ■.  1  *  1 

minee h  i- — ,    quelle  que   soit   la    manière  dont   A:;,    tende 

àxi  ôxi        '  ^ 

vers  zéro. 

320.   Supposons  maintenant  que  les  fonctions 

u{xi,yx,  ...,xn,yn)     et     v{xi,yi,  ...,Xa,yn) 

aient  des  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Il  résulte  des  rela- 
tions (A)  que,  si  la  combinaison  u  +iV  est  monogène,  l'expression 

n 

21  du    ,  du     ,     \ 

est  une  différentielle  exacte;  ceci  entraîne  les  n-  équations 


(B) 


dx/c  ôyi        Oyi,  Oxi  ' 

que  l'on  pourrait  aussi  obtenir  directement  en  dérivant  les  rela- 
tions (A). 

Cette  remarque  aide  à  comprendre  les  difficultés  que  présente 
l'extension  des  procédés  de  Riemann  à  l'étude  des  fonctions  ana- 
lytiques de  plusieurs  variables,  puisqu'elle  doit  être  précédée  de 
celle  de  fonctions  satisfaisant  à  la  fois  aux  /i^  équations  (B), 
c'est-à-dire  à  n  équations  de  Laplace  et  à  n{ii  —  i)  autres 
équations  ('  ). 

(')  Considérons  par  exemple  les  fonctions  de  deux  variables  complexes.  Leur 
étude  suppose  celle  des  fonctions  biharmoniques  à  quatre  variables  et,  dès  lors, 
fait  intervenir  une  attraction  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  s'exer- 
çant  dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  de  même  que  l'étude  des  fonctions  d'une 


d^u 

dUi 

dxl 

-\- 

an 

à'  u 

d'-u 

dx/;  dxi 

Oyk  àyi 

d^u 

()^U 
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De  pareilles  fonctions  sont  dites  biharmoniques.  Ainsi  une 
fonction  de  in  variables  m(x,,  y,,  .  ..  ,  Xn-,  yn),  continue  dans  un 
domaine  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre  et  ajant  des 
dérivées  secondes,  est  harmonique  dans  ce  domaine  lorsqu'à 
son  intérieur  elle  satisfait  à  IVqualion  de  Laplace  généralisée 

n 

•%^  !  à-  a        (>-  a  ' 

elle  y  est  biharnionique,  quand  elle  satisfait  aux  relations  (B). 

Pour  /2  >>  I ,  ce  n'est  plus  la  fonction  harmonique  qui  est  inté- 
ressante, c'est  la  fonction  blharmonique  ;  car  c'est  elle  qui  est 
la  partie  réelle  (et  la  partie  imaginaire)  d'une  fonction  analytique 
de  variables  complexes. 

D'après  les  équations  (B),  toute  fonction  biharmonique  est 
harmonique. 

§  III.  —  Les  fonctions  analytiques  et  la  représentation  conforme 
d'une  aire  plane  sur  une  aire  plane. 

321.  Deux  surfaces  peuvent  être  représentées  l'une  sur  l'autre 
d'une  infinité  de  manières.  Riemann  a  remarqué  que  la  détermi- 
nation de  l'une  des  lois  de  transformations  de  domaine  plan  en 
domaine  plan,  la  transformation  conforme,  revenait  à  la  défini- 
tion d'une  fonction  analytique;  et  réciproquement.  Aussi  l'égalité 

/(j7-H  iy)  =  11-+-  iv, 

lui  a-l-elle  servi  à  définir  une  représeiilalion  diin  plan  (a.",  _))  sur 


variable  complexe  se  ramène  à  l'étude  d'une  attraction  en  raison  inverse  de  la 
distance  (  n"  331  ). 

Kntre  les  deux  problèmes  la  diffcrence  est  profonde  :  d'après  le  principe  de 
Dirichlet,  il  existe  bien  une  fonction  harmonique  et  une  seule,  qui  prend  sur  la 
frontière  d'un  domaine  à  quatre  dimensions,  une  suite  continue  de  valeurs 
données  (p.  69,  note),  mais  cette  fonction  en  général  n'est  pas  biharnionique. 
Aussi,  il  est  en  général  impossible  de  construire  une  fonction  de  x,-t- /jK,,  J:^2"'~ '.X2 
qui  n'ait  pas  de  singularités  dans  un  domaine  donné,  et  dont  la  partie  réelle  prenne 
sur  sa  frontière  des  valeurs  données  à  l'avance.  «  C'est  là  qu'il  faut  clicrclicr  la 
véritable  explication  des  différences  si  profondes  que  l'un  observe  entre  les  fonc- 
tions d'une  variable  et  celles  de  deux  variables,  et  en  particulier  de  ce  fait  que 
l'on  ne  peut  construire  une  fonction  de  deux  variables  ayant  (|uatre  périodes 
quelconques.  »  Poincaré,  A.  M.,  t.  II,  p.  102. 

Cf.  aussi  Poincaré,  A.  M.,  t.  X\II,  p.  m.  —  Kuonkcker,  Monatsberichte 
der  A.  zu  Berlin,  1869,  p.  iSg  (et  186). 
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un  plan  (?/,  r),  et  à  créer  par  là  une  mélliode  géométrique  d'in- 
troduction des  fonctions  analytiques  ('). 

Avant  de  l'exposer,  rappelons  quelques  généralités  sur  la  repré- 
sentation des  surfaces. 

Une  surface  S  est  représentée  sur  une  surface  2,  lorsqu'on  a 
établi  entre  les  points  de  S  et  de  S  une  relation  telle  qu'à  un  point 
de  S  corresponde  un  ou  plusieurs  points  de  S,  et  inversement. 
Cette  loi  de  correspondance  peut  être  définie  géométriquement 
ou  analytiquement. 

Par  exemple,  représenter  la  surface 

(S)  x  =  x{a,b),        j=y(a,b),         z  =  z{a,b) 

sur  la  surface 

(S)  ^  =  ^(a,  lî),  r,  =  -o(a,P),  r  =  a«,  1^), 

c'est   faire    correspondre    un   ou    plusieurs    systèmes    de    valeurs 
de  (a,  [3)  à  un  système  de  valeurs  de  (a,  b)  au  moyen  de  relations 

«  =  ^(«,  ^),         'p  =  h{a,b). 

Dans  la  représentation  de  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre,  comme 
dans  les  transformatious  d'une  surface,  on  se  préoccupe  de  la 
conservation  de  certaines  propriétés. 

On  peut  voir  si  les  longueurs  (par  suite,  les  aires  ainsi  que  les 
angles)  sont  conservées,  c'est-à-dire  examiner  si  les  deux  surfaces 
sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Une  telle  représentation  n'est 
pas  en  général  possible  (-). 

On  peut  chercher  à  conserver  les  aires. 

Enfin,  on  peut  s'occuper  des  représentations  qui  conservent  les 
angles,  c'est-à-dire  des  représentations  conformes  ou  isogonales  : 
c'est  d'elles  que  nous  allons  parler. 


(')  «  Pour  Riemann,  l'image  géométrique  joue  le  rôle  dominant.  Une  fonclion 
n'est  qu'une  des  lois  d'après  lesquelles  les  surfaces  peuvent  se  transformer;  on 
cherche  à  se  représenter  ces  fonctions,  non  à  les  anal^'ser.  »  Poincaré,  A.  M., 
t.  XXII,  p.  7. 

(^)  Il  faudrait  {voir  page  suivante)  que  l'on  put  avoir  identiquement  E  =  C, 
F  =  5^,  G  =  ^j'.  Ces  égalités  conduisent  au  théorème  appelé  Tlieorema  egregiuni 
de  Gauss,  d'après  lequel  le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux,  aux  points 
correspondants  de  deux  surfaces  applicables,  a  même  valeur  (la  réciin'oque  n'est 
pas  vraie). 
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322.  Pour  représenter  lune  sur  l'autre  d'une  manière  conforme 
les  deux  surfaces  S  et  I,  il  lauL  déterminer  les  fonctions  gi^a^  b)^ 
h(a,  b)  de  telle  manière  que  l'angle  de  deux  lignes  quelconques 
tracées  sur  S  soit  égal  à  l'angle  des  lignes  correspondantes  tracées 
sur  2. 

Supposons  leurs  éléments  linéaires  cl  s  et  ch,  mis  sous  la  forme 
que  leur  a  donnée  Gauss,  puis  substituons  aux  paramètres  a  et  3, 
dans  l'expression  des  coordonnées  de  -,  leurs  valeurs  en  fonction 
de  a  et  6  (nous  regardons  alors  comme  points  correspondants 
des  surfaces  ceux  qui  sont  définis  par  les  mêmes  valeurs  de  a 
et  6).  On  a  ainsi  des  relations  de  la  forme 

ds"^  =E(a,  b)cla'''-r-iY{a,  b )  da  db -^  Q,(a,b)  dh"-, 
da^  =  C(  a,  b )  da--h  -i  J(a,  b )  da  db  -i-  (/(  «,  b )  db-. 

Pour  la  conservation  des  angles,  il  faut  et  il  suffît  que  deux 
triangles  cun-ilignes  correspondants  quelconques,  mnp,  jj-vt,  de 
dimensions  infinitésimales,  aient  leurs  angles  égaux,  et  par  consé- 
quent que  les  triangles  rectilignes  mnp,  ulv-  soient  semblables. 
On  écrira  donc  que  la  limite  du  rapport  des  longueurs  des  côtés  mn 
et  'j-v  ne  change  pas,  quand  ces  côtés  tournent  autour  des  points 

ds 
fixes  m   et  a,  ou  bien  encore  que  le  rapport  -y;  a  au  point  (a,  b) 

une  valeur  indépendante  de  -jj--  Donc,  pour  que  la  représentation 

soit  conforme,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  détermine  les  fonctions  g 
el  h  de  façon  à  avoir  en  tout  point  («,  b) 


Ce  problème  est  en  général  possible,  puisqu'il  revient  à  la 
détermination  de  deux  fonctions  satisfaisant  à  deux  équations. 

Applicjuons  ces  généralités  d'abord  à  la  représentation  d'un 
plan  {x^y)  sur  un  plan  («/,('),  et  ensuite  an  problème  des 
Caries. 

Dans  ces  plans,  on  peut  choisir  comme  paramclres  (rt,  b), 
(a,  i^i)  les  coordonnées  cartésiennes  elles-mêmes  (^r,^^),  ('^  *') 
des  points  à  transformer.  On  a  ainsi 

ds^  =  dx^  H-  i/f -,        d'-  =  du-  -f-  dv-, 
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et  par  suite  le  problème  de  la  représentation  conforme  du  premier 
plan  sur  le  second  revient  à  la  détermination  de  deux  fonctions 

(i)  u  =  ff(x,y),         v=h{x,y), 

qui  transforment  du-  en  une  expression  Cdx'--\-  2 ^  dx  dy  -j-  (J dy^ 
telle  que  l'on  ait 

C  =  {i,       j  =  o. 

En   d'autres  termes,  la  transformation  (i)  est  conforme,  si  l'on 
détermine  les  fonctions  ff  et  h  de  façon  cpie  l'on  ait 

(2)  du^-i- dv^—lix,  y){dx--i- dy-). 

C'est  cette  identité  qui  va  servir  à  montrer  le  lien  entre  la 
théorie  des  fonctions  analytiques  et  la  représentation  conforme. 

323.  Théorème.  —  Toute  représentation  conforme  d'un 
domaine  plan  sur  un  domaine  plan  donne  naissance,  par 
l'association  des  deux  fonctions  qui  la  déterminent,  à  une 
fonction  analytique. 

En  effet,  soit  une  transformation  définie  par  les  relations  (i)  ;  on 
la  suppose  conforme,  ce  qui  entraîne  l'identité  (2)  que  l'on  peut 
écrire  sous  la  forme 

(  du  -i-  i  dv  )  (  du  —  i  dv  )  =X(  dx  -f-  i  dy  )  (  dx  —  i  dy). 

Les  difTérentielles  du  et  c/t^,  du  -\-  i  dv^  du — idv  sont  des 
fonctions  linéaires  en  dx  et  dy\  par  suite,  les  deux  membres  de 
cette  identité  renferment,  à  un  facteur  près  qui  dépend  seulement 
de  X  et  jK,  les  mêmes  facteurs  linéaires  en  dx  et  dy.  Ceci  exige 
que  l'un  des  rapports 

du  -4-  i  dv         du  —  i  dv 

dx  -+-  i  dy        dx  -1-  i  dy 

dépende  seulement  de  x  et  y,  et  par  suite  (I"^  Partie,  p.  47)  que 
l'une  des  deux  combinaisons  i/ + /t',  u  —  iV,  déduite  des  rela- 
tions (i),  soit  une  fonction  analytique  de  ^  +  iy. 

On  passe  géométriquement  de  la  première  combinaison  (m,  v) 
à  la  seconde  en  prenant  la  symétrique,  par  rapport  à  l'axe  Ou,  de 
la  première  figure  (m,  v)  transformée  de  la  figure  [x,  y).  Dans  les 
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deux  combinaisons,  les  sens  des  parcours  el  les  sens  de  rotation 
des  angles  sont  difTérents  (I'"'^  Partie,  p.  56). 

Réciproquement,  toute  transformation  conforme  peut  être 
envisagée  comme  ayant  son  origine  clans  une  fonction  ana- 
lytique. 

En  efTet,  la  transformation  (i)  peut  être  regardée  comme  dé- 
duite de  la  considération  de  l'une  des  fonctions  u  +  iv,  u  —  à"; 
par  ailleurs,  nous  venons  de  voir  que  l'une  de  ces  deux  fonctions 
est  analytique,  quand  la  transformation  est  conforme. 

Remarque.  —  Nous  savions  déjà  que  toute  fonction  analytique 
conduisait  à  une  représentation  conforme  (I'*^  Partie,  p.  53). 

3!24.  Faire  la  Carte  géographique  d'une  surface,  c'est  la 
représenter  d'une  manière  quelconque  sur  un  plan.  Néanmoins, 
avec  Lambert,  Euler,  Lagrange,  Gauss  (')  on  réserve  d'ordinaire 
le  nom  de  Cartes  géographiques  aux.  représentations  con- 
formes d'une  surface  sur  un  plan  :  c'est  d'elles  que  nous  allons 
parler  (-). 

Le  carré  de  l'élément  linéaire  du  [)ian  est  clx-  -\-  dy"^-.,  par  suile 
faire  bi  Carte  d'une  surface  S,  définie  en  coordonnées  paramé- 
triques («,(.'),  c^est  ramener  son  élément  linéaire  cls  à  la 
forme 

(2)  ds'^  =  \{x,y)(dx'^-\-clj^), 

X  tX, y  désignant  les  nouvelles  coordonnées  paramétriques.  Ou  dit 


(')  Lambeut,  Beitràge  zuin  Gebrauclie  der  Mathematik.  —  Euler,  Acla  A. 
S.  Petropolitanœ,  1778,  t.  I,  p.  107,  i33,  i43.  —  Laguangk,  Ac.  de  Berlin,  1779, 
p.  161  el  18G  {Œuvres,  t.  IV,  p.  687  et  664).  —  Gauss  (1822),  Œuvres,  l.  IV, 
p.  193. 

(  =  )  Il  y  a  d'autres  systèmes  de  Cartes;  par  exemple,  dans  celui  de  l'Elal- 
Major  français,  on  a  cherché  à  conserver  les  aires. 

Quant  au  système  de  projections  stcréograpliiques,  s'il  remonte  à  Pluk-mée 
qui  avait  prouvé  que  les  cercles  s'y  transf(Hiiienl  en  cercles,  il  semble  que  ce 
géomètre  ail  ignoré  la  seconde  propriété  relulive  à  la  conservation  des  angles  : 
aussi  Lambert  est  bien  le  premier  qui  se  soit  placé  en  Irailanl  du  problème  des 
Caries  au  point  de  vue  général  de  la  représentation  conforme. 


26G 


CHAPITRE    X. 


alors  que  le  système  ou  réseau  {x^y)  correspondant  tracé  sur  la 
surface  est  orthogonal  et  isotherme  ('). 

La  théorie  des  fonctions  analytiques  permet  de  déduire 
d' une  solution  du  problème  des  Cartes  toutes  les  autres  solu- 
tions, sans  intégration. 

En  effet,  soit  l'élément  linéaire  d'une  surface  ramené  de  deux 
manières  différentes  à  la  forme  (2)  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

ds^-=  l{x,y)(dx^--+-y-),         cls'-=  Ki{xi,  y^)  {dx\^  dy\), 
d'où  l'on  déduit 


(3) 


^""^  ^  "^^^  =  ^T^ffr  ^'^^'  "^  '^^''  ^' 


(')  Nous  verrons  plus  loin  (  n°  332)  qu'une /a/?a7/e  de  courbes  planes 

?(Ç,T,)    =    C 

est  regardée  comme  isotlierme,  lorsqu'on  peut  trouver  une  fonction  de  9  qui  soit 
liarmonique,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  fonction  -^  doit  satisfaire  à  une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles.  Une  famille  de  courbes  tracées  sur  une  surface 
est  dite  isotherme,  quand  elle  peut  être  représentée  dans  le  plan  par  une  famille 
d'isothermes. 

La  théorie  du  facteur  intégrant  permet  de  passer  d'une  infinité  de  manières 
de  la  forme  C  du--+-  2  ^  du  dv  -î-  (j  dv-  à  la  forme  (2).  En  effet,  partons  de  la 
décomposition  en  facteurs 


ds- 


\  <^ 


di 


i3t 


di'  )  (  \''C  du  -+- 


dv 


{:K.^-^cQ-r-i. 


Les  parenthèses  deviennent  chacune  des  diflerentielles  exactes,  lorsqu'on  les 
multiplie  par  des  facteurs  intégrants  quelconques  [jl  et  v;  on  peut  donc  les  égaler 
respectivement  à  a-'  dl  et  v-'  dr,.  On  a  ainsi 

ds-  =  (  JJ.V  )-'  d\  dr^, 

[x  et  V  étant  des  fonctions  de  u  et  v,  et  dès  lors  de  %  et  t,.  II  suffit  alors  de  passer 
des  coordonnées  S3métriques  (H,  t,  )  aux  coordonnées  {x,  y)  définies  par  les 
égalités 

l^x-r-iy,        r,  =  x  —  iy, 

pour  oblenir  la  forme  (2). 

Ainsi  le  problème  de  la  Carte  d'une  surface  sur  un  plan  est  ramené  à  la 
recherche  d'un  facteur  intégrant-,  par  suite,  il  est  possible  soit  quand  la  surface 
est  analytique,  soit  lorsque  les  fonctions  C,  ^,  (j"  sont  des  fonctions  continues 
de  M  et  t'  ayant  des  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  v, 
soit  même  dans  des  cas  plus  généraux  (  Darboux,  Théorie  des  su/faces,  t.  IV, 
p.  867,  note  de  M.  Picard). 
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Le  facteur  "^Kix^y)  dépend  de  .r,  et  rj,  puisque  x  et  y,  Xi 
et  j^i  sont  des  fonctions  de  a  etr;  par  suite,  Ja  relation  (3)  défiait 
une  transformation  conforme  d'un  plan  (X| ,  y^  )  sur  un  j)lan  (^x^y). 
Nous  venons  de  voir  (p.  260)  que  de  pareilles  transformations 
résultent  toutes  de  l'une  des  égalités 

où  la  fonction  analytique  y  est  totalement  arbitraire.  Par  suite, 
d'une  solution  du  problème  des  Cartes  définie  par  les  relations  (i), 
on  en  déduit  toutes  les  autres,  en  introduisant  une  fonction  ana- 
lytique arbitraire  y,  et  en  égalant  respectivement  entre  elles,  dans 
les  équations  (4),  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  ('). 

On  peut  aller  plus  loin.  La  connaissance  d'un  seul  système 
ortliogonal  et  isotherme  sur  une  surface  permet  d'y  tracer  non 
seulement  tous  les  svstèmes  ortiiogonaux  et  isothermes,  mais  une 
infinité  d'autres  systèmes  orthogonaux. 

En  effet,  ce  système  isotherme  connu  permet  de  faire  sur  un 
plan  la  Carte  de  la  surface,  avec  conservation  des  angles.  Dans  ce 
plan,  il  est  facile  de  tracer  des  svstèmes  orthogonaux;  les  réseaux 
correspondants  sur  la  surface  seront  aussi  orthogonaux. 

32o.  Remarquons  en  terminant  que  les  théorèmes  ci-dessus 
(p.  264)  auraient  pu  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Toute  fonction  analytique  donne  naissance  dans  le  plan  à 


(')  Exemple.  —  Sur  une  surface  de  révolulion,  les  méridiens  el  les  parallèles 
forment  un  système  isotherme. 
En  effet,  étant  donnée  la  surface 

\^=ucosv^        Y  =  Msin4',         7.—f{u), 

il  suffit  d'erTccLuer  la  quadrature 

a 

et  de  poser  v  =  y  pour  ramener  son  élément  linéaire  à  la  forme 

ds-  =  -fix)  ( dx- -{-  dy"- ) 

caraclérislic|ue  du  système  isotherme. 

On  sait  donc  résoudre  dans  sa  généralité  le  problème  des  Cartes  pour  les  sur- 
faces de  révolulion. 
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un  système  orthogonal  et  isotherme;  réciproquement,  un  pareil 
système  peut  être  considéré  comme  ayant  son  origine  dans  une 
fonction  analytique. 

En  effet,  la  transformation  u  +  iv  =^  f(^x -\- iy)  met  l'élé- 
ment du^-T-  dv-  sous  la  forme  (2). 

Réciproquement,  celte  forme  peut  être  considérée  comme 
obtenue  par  l'une  des  transformations  u  +  iv  =f[x±  iy)  (*). 

326.  Riemann  a  déduit  du  principe  de  Dirichlet  une  proposition 
fondamentale  qui  précise  la  correspondance  que  l'on  peut  obtenir, 
par  l'intermédiaire  des  fonctions  analytiques,  entre  deux  domaines 
pians.  De  là  un  nouveau  lien  entre  ce  principe,  la  théorie  des 
fonctions  analytiques,  et  celle  de  la  représentation  conforme, 
comme  nous  allons  l'exposer. 

Théorème.  —  Etant  donnés  deux  domaines  plans  limités 
quelconques  (ô  et  (D,,  à  connexion  simple,  on  peut  toujours 
trouver  une  fonction  analytic/ue  uniforme  permettant  de  les 
représenter  V un  sur  l'autre  d'une  manière  biunivoque  et 
conforme. 

Des  transformations  déjà  rencontrées  (I'''  Partie,  p.  -3,  ^9, 
173,  etc.;  IP  Partie,  p.  100,  i  i5,  etc.)  (-)  ont  fourni  des  cas  parti- 


(')  Un  système  {x,y)  ortliogonal  et  isotherme  tracé  dans  le  plan  (ou  sur  la 
surface  S)  clwise  le  plan  (ou  la  surface)  en  carrés  infiniment  petits  :  voici  en 
quel  sens. 

Soient  A  et  B  deux  familles  de  courbes  orthogonales  tracées  dans  le  plan  (ou 
sur  la  surface  S);  a,,  et  a^  deux  courbes  quelconques  de  la  première  famille, 
b^  et  b^  deux  courbes  de  la  seconde.  Si  elles  déterminent  un  quadrilatère  ."\1NPQ, 
il  est  en  général  possible  d'associer  aux  lignes  a»,  «i,  ôj,  6,  des  lignes  infiniment 
voisines  «'„,  a\,  b\,  b\  appartenant  aux  familles  A  et  B  et  telles  que  des  quatre 
rectangles  formés  dans  le  voisinage  des  points  M,  N,  P,  O,  trois  soient  des 
carrés  infiniment  petits.  La.  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  qua- 
trième rectangle  soit  aussi  un  carré,  c'est  que  l'élément  linéaire  du  plan 
(ou  de  la  surface)  ait  la  forme  (2).  {Cf.  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  I, 
p.  i46.) 

(-)  Parmi  elles,  rappelons  la  transformation  ■x  —  e"",  qui  fait  correspondre  à  un 
rectangle  de  hauteur  2-  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  une  couronne 
circulaire  :  ainsi  elle  donne  un  exemple  de  représentation  d'aire  à  connexion 
double  sur  un  rectangle.  De  même,  la  transformation  (5)  (I"  Partie,  p.  79)  fait 
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culiers  de  ce  type  de  correspondance  (').  La  proposition  de  Rie- 
mann  généralise  ces  résultats  en  apprenant  à  représenter  l'un  sur 
l'autre,  d'une  manière  biunivoque  et  conforme  (pour  abréger,  nous 
dirons  seulement  de  représenter),  des  domaines  quelconques  du 
type  ci-dessus,  de  telle  sorte  même  qu'à  un  point  particulier  pris 
arbitrairement  à  l'intérieur  de  l'un  des  domaines  (D  corresponde 
un  point  arbitraire  à  l'intérieur  deCOi,  et  qu'à  un  point  particulier 
arbitraire  de  \di  frontière  de  tO  corresponde  un  point  arbitraire  de 
la  frontière  de  cOi  (-). 

Avant  de  former  eflectivement  une  fonction  aiiaK  tique  qui 
donne  cette  représentation,  faisons  quelques  remarques.  Désor- 
mais, nous  regarderons  la  lettre  x  comme  représentant  une  variable 
complexe  ç  +  r/",. 

i"  Quand  on  ?,2i\l  représenter  (dixi  sens  ci-dessus)  deux  domaines  (C) 
etcD,  sur  un  i\oïnd\r\e particulier  >s ^  on  peut  représenter  cQ)  surcOi; 
car  si  les  relations  ':  =  g{x),  y  =  'j,(~)  établissent  une  repré- 
sentation de  (0  sur  ê,  et  de  îr  sur  (Jt)i,  la  fonction  y  =  y(  g{x)) 
permet  de  représenter  (0  sur  (JD). 

Par  suite,  le  problème  général  se  ramène  à  la  représentation 
d'un  domaine  donné  quelconque  cO  sur  un  domaine  particulier  ê 
choisi  arbitrairement.  D'ordinaire,  on  prend  comme  domaine  ë 
soit  le  demi-plan  nord,  soit  la  surface  d'un  cercle  ayant  l'origine 


correspondre  l'aire  comprise  entre  deux  ellipses  homofocales  à  une  couronne 
circulaire. 

En  général,  deux  domaines  à  connexion  multiple,  même  limites  c/iacu/i  par 
un  même  nombre  de  contours,  ne  sont  pas  représentables  l'un  sur  l'autre. 
Dans  un  important  Mémoire  (/.  de  Crelle,  t.  83,  1877),  M.  Schottkj-  a  examiné 
à  quelles  conditions  cette  représentation  est  possible  et  il  a  formé  les  fonctions 
qui  alors  la  réalisent.  Son  travail  a  été  commenté  et  complété  par  M.  Le  \  avas- 
seur  {A.  T.,  1902,  p.  58).  Disons  seulement  qu'à  un  domaine  plan  percé 
de  p  trous,  envisagé  comme  ayant  une  face  supérieure  et  une  face  inférieure, 
correspond  une  courbe  algébrique  de  genre  y*,  et  que  la  question  de  la  repré- 
sentation de  deux  domaines  revient  à  celle  de  l'identité  des  deux  classes  des 
courbes  algébriques  qui  leur  correspondent.  Cf.  aussi  Picard,  Analyse,  t.  II, 
p    285  et  49*5- 

(')  On  trouvera,  dans  les  .Mémoires  de  M.  -Scliwarz  que  nous  avons  signalés 
{Œuvres,  t.  II,  p.  i44,  etc.),  plusieurs  exemi)les  intéressants  de  représentation 
conforme  relatifs  à  des  aires  limitées  par  des  arcs  de  cercle.  Cf.  aussi  Darboux, 
Théorie  des  surfaces,  \"  Partie,  p.  i-fi. 

(-)  RiEMANN,  Dissertation  inaugurale  {Œuvres,  trad.  Laugcl,  p.  4y)' 
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pour  centre,  suivant  qu'il  s'agit  d'un  calcul  à  efFecluer  ou  d'un 
théorème  à  établir  (^  ). 

2"  Si  le  problème  de  la  représentation  d'un  domaine  cD  sur  un 
domaine  G  a  une  solution,  il  en  a  une  infinité. 

En  elTet.  imaginons  qu'une  relation  t  ^  si^)  établisse  une  cor- 
respondance biunivoque  et  conforme  entre  le  domaine  (D  et  le 
demi-plan  nord  :  la  substitution  bilinéaire  (I'^  Partie,  p.  70), 

«,  b,  c,  d  réels 
ad —  6c  >  o 

transforme  le  demi-plan   nord   en  lui-même  (-),  et  par  suite  la 

relation 

a  firjx)  -i-  b 

donne  l'expression  d'une  infinité  de  fonctions  analytiques  uni- 
formes qui  représentent  le  domaine  CO  sur  le  demi-plan  nord. 

Elle  renferme  trois  constantes  arbitraires  :  on  peut  les  déter- 
miner ou  bien  en  fixant  la  correspondance  entre  deux  points 
choisis  arbitrairement  l'un  sur  le  demi-plan  nord,  l'autre  sur  l'axe 
réel,  et  d'autre  part,  un  point  intérieur  à  (0  et  un  point  frontière 
de  (0;  ou  bien  encore  en  fixant  la  correspondance  entre  trois 
points  donnés  de  l'axe  réel  et  trois  points  arbitraires  situés  sur  la 
frontière  de  cD. 

3"  Nous  allons  prendre  comme  domaine  G  le  cercle  décrit  de 
l'origine  comme  centre  avec  l'unité  pour  ravon,  et  nous  dési- 
gnerons par  T  =  ^(\r)  la  relation  qui  permet  de  représenter  cô 
sur  S  (').  Puis  nous  décomposerons  en  deux  parties  le  problème 


(  ')  Sur  la  marche  à  suivre  pour  former  la  fonction  qui  permet  de  représenter  CQ 
sur  (5,  le  problème  de  Diriclilet  étant  supposé  résolu,  voir  Le  N'avasseur,  A.  T., 
1902,  p.  5.5. 

Quant  au  problème  de  la  représentation  d'une  surface  de  Riemann  sur  un 
polygone,  cf.  Picard,  Analyse,  t.  II,  p.  485. 

(-)  On  démontre  même  que  cette  transformation  est  la  plus  générale  parmi 
celles  qui  réalisent  la  représentation  conforme  du  demi-plan  nord  sur  lui-même. 
Par  suite,  la  relation  que  nous  allons  former  définit  toutes  les  fonctions  con- 
duisant à  la  représentation  de  (Ô  sur  le  demi-plan  nord. 

(')  A  cause  de  la  correspondance  biunivoque  qui  doit  exister  entre  les 
domaines  CO  et  (5,  la  dérivée  g'{x)  de  la  fonction  analytique  g{x)  ne  doit 
s'annuler  en  aucun  point  a;,,  intérieur  au  domaine  CJt)  ;  sinon  il  y  aurait  dans  le 


FONCTIONS   ANALYTIQUES    KT    REI'RKSENTATION   CONFORME.  27 1 

deRieinann.  on  ce  sens  que  l'on  cherchera  d'abord  à  déterminer 
la  fonclion  g{x)  de  manière  qu'elle  représente  Vintérieur  de  (£> 
sur  Vintérieur  de  G,  et  cjuc  l'on  examinera  ensuite  si,  par  conti- 
nuité, la  relation  obtenue  établit  aussi  une  correspondance  biuni- 
voque  et  continue  entre  les  tleux  frontières. 

La  méthode  cjue  nous  suivrons  pour  sa  solution  repose  sur  la 
formation  de  la  fonction  de  Green  relative  au  domaine  (0  et  au 
point  Xq  de  (0  (considéré  comme  pôle)  c[ue  l'on  veut  faire  corres- 
pondre au  centre  du  cercle  cr. 

3^7.  Ces  remarques  faites,  venons  à  la  démonstration  du 
théorème. 

I.  On  peut  établir  une  correspondance  hiunivoque  et  con- 
forme entre  les  points  i>"TÈniEuus  aux  domaines  (0  et  S. 

En  elTet,  soient  /•  et  o  les  coordonnées  polaires  des  points  de  (D 
relati\ement  au  point  Xq  (de  coordonnées  rectangulaires  ;„,  r,o) 
pris  comme  pôle.  La  solution  du  problème  de  Dirichlet  permet  de 
former  une  fonction  u^  (;,  r,)  harmonique  dans  lO  et  prenant  sur  la 
frontière  C  de  iD  la  suite  continue  de  valeurs  réelles  —  log/*  (/•  se 
rapportant  aux  distances  de  Xq  aux  divers  points  de  G).  La  fonction 
harmonique  complémentaire  de  u^  peut  être  représentée  par  l'in- 
tégrale 

Vx=   I        ( — J-dr, di)  -h /c         (A:  constanie  arbiliaire), 

•«g  'io 

prise  le  long  d'un  chemin  situé  tout  entier  à  linlérieur  de  cô  ;  elle 
est  continue  dans  lû. 

De  ces  fonctions  //,  et  t',  déduisons-en  deux  autres,  u  et  v, 
définies  par  les  égalités 

la  première  est  au  signe  près  la  fonclion  de  Green  relative  au 
domaine  '0  et  au   pôle  Xq.  Dans  le  domaine  cO,   ces  fondions  u 


voisinage  de  a;»  au  moins  deux  points  x  pour  lesquels  la  fonclion  t  prcndrail  la 
même  valeur  (p.  8  et  12). 

De  même,  si  l'on  désigne  par  y(-ï)  la  fonction  inverse  de  g{,x),  y'(~)  ne  s'an- 
nulera pas  dans  tÔ. 
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et  V  sont  aussi  harmoniques  (sauf  au  pôle  Xo)i  et  elles  sont  com- 
plémentaires (')  :  la  fonction  k  s'annule  sur  C,  la  fonction  v 
deviendrait  uniforme  par  une  coupure  allant  de  a:^  à  un  point 
quelconque  de  G. 

Je  dis  que  la  fonction  analytique  uniforme  t  =  e«+«''  (x  ne  change 
pas  quand  o  augmente  de  271)  réalise  la  transformation  demandée. 

Pour  rétai)lir,  considérons  la  famille  de  courbes  Ca  définie  par 
l'égalité 

a  désignant  un  paramètre  négatif. 

i"  La  fonction  u  s'annule  sur  la  frontière  G  de  tO  ;  aussi  la 
courbe  G^  qui  correspond  à  la  valeur  a=o  se  confond  avec  G. 
De  plus,  la  fonction  ii  est  négative  à  l'intérieur  de  G  (p.  201)  et 
elle  varie  d'une  façon  continue  de  — oo  à  zéro,  entre  ^0  et  G; 
donc,  pour  toute  valeur  négative  de  a,  on  a  une  courbe  Ga  inté- 
rieure à  G. 

a**  Les  courbes  G»  sont  fermées. 

3"  Elles  entourent  toutes  le  point  Xq-  Gar  si  l'une  d'elles  G^ 
ne  renfermait  pas  ce  point  à  son  intérieur,  la  fonction  u  sérail 
harmonique  dans  tout  le  domaine  (Oa  de  frontière  Gai  "^^^s  lors, 
puisqu'elle  prendrait  la  même  valeur  a  sur  toute  sa  frontière  Ga, 
elle  serait  constante  dans  cDa(p-  245),  et  par  suite  constante  dans  (0. 

D'après  le  même  raisonnement,  les  courbes  G^  ne  peuvent  se 
couper. 

Gela  posé,  faisons  parcourir  au  point  x{x=^  '^  +  «y,  )  l'une  de 
ces  courbes  G^.  Le  point  t(t  =  e"+"')  décrira  une  circonférence 
correspondante  r^  ayant  l'origine  pour  centre  (puisque  l'on  a 
|x|  =  e^)  et  un  rayon  inférieur  à  l'unité  (puisque  a  est  négatil). 
Quand  le  point  x  décrit  la  courbe  Ga  en  entier,  d'un  mouvement 
continu  et  en  allant  toujours  dans  le  sens  positif,  le  point  z  par- 
court, dans  les  mêmes  conditions,  la  circonférence  Fa?  car  nous 
allons  voir  que  son  argument  v  croît  alors  d'une  façon  continue 
et  augmente  de  27î. 

(  '  )  On  dil  souvent  qu'une  fonction  »(?,  t,  )  devient  logarithiniquement  infinie 
en  un  point  (^j,  t,„)  lorsque  cp(Ç,  yi  )  ±  log  v/(?  —  ?o)'+  ('^  — 'Oo)'  reste  holomorplie 
dans  le  voisinage  de  ce  point.  Ainsi  toute  fonction  de  Green  est  logaritlimiquement 
infinie  en  son  pôle  (p.  201). 
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En  efiet,  soit  M  un  point  de  la  courbe  C»  :  déplaçons-nous 
d'abord  sur  la  normale  en  M  à  la  courbe  (  !«  vers  l'intérieur 
(F'"  Partie,  p.  12),  puis  sur  la  tanj^enle  à  cette  courbe  au  niéiue 
point  dans  le  sens  direct.  Les  éi;alités  (|ui  expiimciit  (|ue  u.  et  v  sont 
des  fonctions  liannoiiiques  associées  conduisent,  pour  de  pareils 
déplacements,  à  la  relation 

du        <)u    f/;         Ou   dr^         (Jv    d\         <)v  dr,  Ov    dr^        Ov  d\ 

dn         ()\    dn        Or,    dn        Or,  dn        Oi_   dn  O-t]    ds        0^  d$ 


ce  qui  donne 


du  dv 

dn  ds 


la  première  dérivée  est  prise  dans  le  sens  de  la  normale  inlt'rieure 
à  la  courbe  C^  ;  dans  la  seconde,  on  regarde  v  comme  une  fonction 
de  l'arc  s  de  la  courbe  Ca,  arc  compté  positivement  dans  le  sens 
direct. 

La  fonction  a  diminue  (juand  on  se  déplace  sur  la  normale  à  la 
courbe  Ca  vers  l'intérieur,  puisqu'elle  a  une  valeur  plus  pelile  lors- 
qu'on remplace  Ca  par  une  courbe  intérieure  à  C»;  dès  lors,  sur 

1        du  ,        ...  .       dv  •.•  c    r\ 

cette  courbe,  -y-  est  negatii,  et  par  suite  -j-  est  positif.  Un  voit 

donc;  que  la  fonction  v  augmente  avec  .y,  c'est-à-dire  lorsqu  on 
parcourt  dans  le  sens  direct  la  courbe  Ca- 

D'autre  part,  a|)rès  une  circulation  complète  du  point  (;,  rj)  sur 
cette  courbe,  la  fonction  uniforme  f|  reprend  sa  valeur  initiale,  et 
l'angle  cp  croît  de  27:.  Donc,  après  cette  circulation,  v  a  augmenté 
de  2TC,  et  par  suite  -:  a  fait  un  tour  complet  sur  la  circonférence 
de  rayon  e'^.  Ainsi,  les  courbes  «(;,Y,)  =  a  et  les  circonfé- 
rences I  T  I  :^  e"  se  correspondent  d'une  manière  biiinivoquc  quel 
que  soit  a(a-<o);  dès  lors,  il  en  est  de  même  des  domaines  tô 
et  ê. 

Enfin,  la  transformation  définie  par  la  fonction  analytique  con- 
sidérée est  bien  conforme,  car  elle  est  biunivoque,  et  par  suite  la 
dérivée  de  ■:  irest  pas  nulle  dans  le  cercle  ô  (I"'  l^irtie,  p.  53)  ('). 


(')  l^our  reprcsenler   sur   un   cercle    le    (loiiiainc  iQ^  extérieur  à  une  courbe 

fermée,   on    peut,   soil  ramener,    par  une  inversion,  ce  cas  à  celui  <lu  texte,  en 

substituant  au  domaine  (0^  un   domaine  fermé  (p.  61),   soit  opérer  directement. 

Pour  cela,  ou  bien  on  formera  à  peu  près  comme  dans  le  texte  la  fonction  de 

F.  —  II.  «8 
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II.  Cette  correspondance  biunwocjue  s'étend  aux  points  des 
deux  frontières. 

Traitons  cette  question  délicate  dans  le  cas  particulier  très 
simple  où  le  contour  C  est  formé  à' un  seul  Arc  régulier  de  courbe 
analytique. 

Alors,  le  long-  de  C,  la  fonction  «,  (ç,  y,)  est  une  fonction  ana- 
lytique non  seulement  de  ^  et  y,,  mais  aussi  du  paramètre  qui  serl 
à  exprimer  analytiquement  les  divers  points  de  C;  par  suite  elle 
peut  être  étendue  un  peu  au  delà  de  C  (p.  io5  et  254),  6t  dès 

lors  ses  dérivées  -^  ?  -— ^  sont  déterminées  sur  C  (  '  ).  On  en  déduit 

que  la  fonction  r,,  définie  par  une  intégrale  où  entrent  ces  dé- 
rivées, est  aussi  déterminée  et  continue  sur  G;  par  suite  les  fron- 
tières des  deux  domaines  se  correspondent  d'une  manière  continue 
et  biunivoque. 

Remarquons  enfin  qu'en  disposant  convenablement  de  la  con- 
stante k,  on  peut  faire  correspondre  un  point  arbitraire  de  C  à  un 
point  arbitraire  de  la  circonférence  du  cercle  îr  (2). 


Green  qui  permet  la  représentation  chercliée,  ou  bien  ou  appliquera,  à  l'aire 
extérieure  à  un  contour  polygonal  fermé,  la  méthode  donnée  par  Christofl'el 
{Annali  di  M.,  1870)  pour  l'aire  intérieure  à  ce  polygone.  Cf.  Harxack, 
Grundlagen,  etc.,  p.  1.54. 

(')  Posons  toujours  t  =  e"+"'.  On  ne  sait  pas  si  la  fonction  de  Green  u,  har- 
monique dans  cO  (sauf  au  pôle  a;„  )  et  continue  sur  C,  a  des  dérivées  sur  C,  et 
par  suite  si  la  fonction  conjuguée  v^  harmonique  dans  CD,  est  déterminée  et  a 
fortiori  est  continue  sur  C.  Par  suite,  quand  x  tend  vers  un  point  de  C,  t  tend 
bien  vers  la  circonférence  du  cercle  Cr,  mais  une  discussion  est  nécessaire,  comme 
l'a  montré  Harnack,  pour  décider  s'il  tend  vers  un  point  déterminé  de  cette 
circonférence  {cf.  Harnack,  Grundlagen,  etc.). 

L'existence  d'une  fonction  établissant  une  correspondance  biunivoque  et  con- 
tinue entre  les  frontières  de  CO  et  de  E  a  été  étudiée  dans  le  cas  où  la  frontière  C 
est  formée  soit  d'un  nombre  fini  d'arcs  réguliers  de  courbes  analytiques  (c/. 
ScHWAKz,  J.  de  Crelle,  t.  70  et  74;  Harnack,  M.  A.,  t.  XXXV;  Picard,  Analyse, 
t.  II,  p.  276),  soit  d'un  nombre  fini  d'arcs  de  courbes  ayant  en  chaque  point  une 
tangente  déterminée  et  variant  d'une  manière  continue,  sauf  en  un  nombre  fini 
de  points  anguleux  (  Painlevé,  C  B.,  1891,  i"^  semesti-e,  p.  653;  Paraf,  A.  T., 
1892,  H.),  soit  enfin  d'une  courbe  rectifiable,  ou  même  de  courbes  plus  générales 
(  OsGOOD,  Transactions  of  the  American  M.  S.,  1900,  p.  3io). 

(-)  Quand  le  domaine  (D  est  un  polygone  ayant  pour  côtés  des  arcs  de  cercle 
en  nombre  fini,  les  fonctions  t  =  gix)  qui  permettent  de  représenter  ce  poly- 
gone sur  le  cercle  S  forment  une  classe  spéciale  de  fonctions  automorplies. 
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328.  Nous  venons  de  voir  que  si  I  on  sail  résoudre  le  problème 
de  Diriclilet  pour  deux  domaines  |)lans  simplement  connexes  tO 
et  OD),  on  peut  obtenir  une  solution  de  celui  de  Riemann  et  repré- 
senter (0  sur  cOj.  Inversement,  la  tlirorie  de  la  représentation 
conforme  conduit  à  une  solution  du  jiroldènie  de  Dirichlt-l , 
valable  pour  tout  domaine  plan  à  connexion  simple. 

En  efïel,  quand  on  sait  représenter  d'une  manière  conforme  une 
aire  simplemenl  connexe  tO  sur  une  aire  simpicmeni  connexe  (D,, 
et  de  plus  résoudre  le  problème  de  Diriclilet  |)Our  a),,  on  peut 
le  résoudre  pour  tO  (p.  6i)  (').  Or  la  solution  du  problème  de 
Dirichlet  dans  le  cas  d'un  cercle  G  est  facile  (p.  23'j),  et  d'autre 
part,  en  s'inspirant  des  méthodes  du  |)rolongement  par  symétrie 
(p.  loi),  M.  Schwarz  a  donné  le  moyen  de  former,  iivnRPKN- 
DAMMKNT  DU  PROBLÈArE  i>F.  DiRicHLET  ("),  une  fonction  permet- 
tant la  représentation  de  (0  sur  è.  De  là  pour  ri'.soudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet  une  mètliode  tout  autre  que  celles  exposées 
plus  haut,  applicable  à  un  domaine  plan  quelconque  (0  simple- 
ment connexe. 

Est-il  possible  d'en  faire  V  extension  aux  fonctions  de  xiiois 
variables,  c'est-à-dire  peut-on  trouver  une  transformation  T 

Xi  —  .r,(j7,    K,  3), 

)',  =  r,  (T,  y,  z  ). 
Zi  =  Zi{.r,y,  z) 

qui  fasse  correspondre  l'un  à  l'autre  deux  domaines  fermés  arbi- 
traires de  V espace  (ù  et  cQ),  de  telle  façon  que  la  solution  du  pro- 
blème de  Dirichlet  pour  (O,  se  ramène  à  la  solution  de  ce  problème 
pour  (0? 

Il  n'est  pas  nécessaire  pour  cela  que  la  transformation  T  rem- 
place une  fonction   c,  (a^i ,  ), ,  ^j  )  harmonicjue   dans  (0,   par  une 


(  '  )  Ce  ihéorème  résume  tout  le  rôle  de  la  représeiUiilion  coiiturine  diiiis  l'cliidc 
du  problème  de  Diriclilet. 

(-)  M.  Scinvarz  a  traité  celte  question  foiidauieulali-  tl'ahord  diiiis  riiypollièsc 
où  (t)  est  limité  par  des  droites  ou  des  arcs  de  cercles,  puis  dans  des  cas  plus 
généraux.  Voir  une  note  ci-dessus  (  p.  57),  et  ScinvAHZ,  Œuvres,  t.  II,  p.  i'|'|,  etc. 
Cf.  aussi  l'exposé  qu'en  a  donné  M.  Darhoux  (  Théorie  des  surfaces.  \"  Partie, 
p.  '74)- 
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fonction  v{x',y,z-)  harmonique  dans  (Q  (');  il  siiffil  qu'à  toute 
fonction  harmonique  v,  (\r,,jKi,  ^i  )  on  puisse  fai/e  correspondre, 
par  la  transformation  T,  une  fonction  harmonique  r(x,  >',^).  et 
cela  de  manière  que  les  valeurs  de  v^  sur  une  surface  ([uelconque 
du  domaine  cO)  déterminent  les  valeurs  de  v  sur  la  surface  corres- 
pondante de  cO. 

On  a  donc  à  chercher  une  Iransformation  T  et  une  fonc- 
tion y(f, ,  jc,jKr  ^)  telles  que,  si  l'on  effectue  la  transformation  T 
dans  une  fonction  p,  (jc,,  j, ,  ^))  harmonique  dans  Cô,,  la  fonc- 
tion vi^x^y^z)  transformée  de  fi^v^^x^y^z)  soit  harmonique 
dans  CO. 

Ce  problème  a  une  solution  bien  connue  quand  il  s'agit  de  cer- 
tains àoxwTiXWQ'i particuliers  cô  et  cô,,  car  l'inversion 

kx  ky  k z 

Xi  =  — ;— — —  '  J'i  ~"  "   ~" 


■  y- ~- z-  x'^-^y-^z-  x- -\- y- -\- z^ 

appliquée  à  la  fonction 

f{v^,x,y,z)=.      '      '  -^"     "-.  =v{x,y,z), 
^x^-hy^-^  ^2 

remplit  les  conditions  exigées  (p.  62).  Dès  lors,  au  lieu  de 
résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  une  surface,  il  sulfit  de 
le  résoudre  pour  l'une  quelconque  des  surfaces  inverses. 

Cette  méthode  ne  peut  être  généralisée.  En  effet,  M.  Pain  levé 
a  prouvé  que  toute  transformation  T  doit,  pour  répondre  à  la 
question,  définir  une  r«'|)résentation  conforme  des  deux  espaces 
(j::,jK,  ^)>  (•^nJKij^i)  l'une  sur  l'autre  (-).  D'autre  part,  en  vertu 
d'un  théorème  de  Liouville,  la  transformation  conforme  la  plus 
GÉNÉRALE  DANS  l'espace  cst  Constituée  par  V in\>ersioti  combinée 

(')   Dans  l'espace,  en  dehors  de  la  subsliLulion 

(x,y,z;  rt-r/(aa7-+-^)-i--;'s),  b-^K-x'  x^^^'  y -^'{  z),  c^l{  3."  x-\-'^"  r^-{"  z)\ 

il  n'existe  ijas  de  tiansforination  qui  remplace  une  lunclion  harmonique  v^{x,y.z)^ 
par  une  fonction  harmonique  v{x,y,  z). 

Dans  le  plan,  toute  transformation  conforme  jouissait  de  cette  propriété 
(p.  60). 

(^)  Painleve,  Travaux  des  Facultés  de  Lille,  t.  i,  p.  5;  1889. 
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avec  C homothétie  et  le  changement  d'axes  rectani^ulaires  (').  Or 
de  pareilles  transformations  n'établissent  pas  de  correspondance 
entre  des  domaines  arbitraires  (0  et  <0,.  Donc  l'extension  à 
l'espace  du  procédé  de  Riemann-Scliwarz  pour  résoudre  le  pro- 
blème de  iJirichlet  n'est  possible  que  pour  des  domaines  particu- 
liers; à  ce  point  de  vue.  il  v  a  une  différence  profonde  entre  les 
fonctions  de  deux  variables  et  celles  de/?  variables  (p'^2). 

329.  Quand  une  courbe  algébrique  F(x,y)  =  o  est  de  genre  o 
ou  I,  une  proposition  remar(|uable  due  à  Riemann  apprend  à 
ex|)rinier  les  coordonnées  .r  et  y  d'un  point  rpielconque  de  cette 
courbe  à  l'aide  de  fonctions  méroniorplies  très  simples  :  ces 
fondions  sont  des  fractions  rationnelles  d'un  paramètre  1  ou  des 
fonctions  elliptiques  de  ce  paramètre.  Lorsque  le  i^enre  de  la  rela- 
tion algébrique  F(^,  1)  =  o  surpasse  l'unité,  l'introduction  des 
fondions  automorphes  a  permis  à  M.  Poincaré  de  représenter  en- 
core les  coordonnées  .r  el  y  à  l'aide  de  fonctions  uniformes  d'une 
variable  (-).  En  langage  géométrique,  on  peut  dii-e  qu'il   existe 


(')  «J'ai  obtenu,  en  profitant  d'une  sorte  de  hasard,  la  solution  complète  »  du 
problème  de  l'extension  au  cas  de  trois  dimen-iions  de  la  question  du  tracé  géo- 
graphique, c'est-à-dire  de  la  résolution  de  l'équation 

dx'\  —  dy\  -+-  dz\  =  \{  x,y^  z)  {  dx'  —  dy--^  dz-). 

«  Jusqu'ici  on  savait  que  l'inversion  donne  une  solution  du  problème:  c'est  LA 
SEULE  »  (en  y  ajoutant  évidemment  la  translation,  la  symétrie,  l'homothétie). 
LiouviLLE,  Note  VI  de  la  Géométrie  fie  Monge  (5*  édit.  i85o,  p.  609). 

Le  théorème  de  Liouville  a  été  étendu  par  .M.  Darboux  aux  espaces  à  plus  de 
trois  dimensions  :  toute  transformation  conforme  dans  l'hyperespace  peut 
être  obtenue  par  la  combinaison  de  déplacements  et  d'inversions  {A.  E.  .^.. 
1878.  p.  283). 

Cf.  aussi  Haton  de  la  Goui'iLLn.uE.  J.  E.  P.,  WAV  Cahier,  p.  18S.  —  Goliisat, 
A.  E.  IV.,  1889,  p.  10.  —  Painleve,  toc.  cit.,  p.  9. 

(-)  Quand  deux  fonctions  analytiques,  uniformes  dans  le  voisinaj;e  d'un  point, 
ont  chacune  en  ce  point  une  singularité  isolée,  il  ne  peut  y  avoir  entre  elles  de 
relation  algébrique  dont  le  genre  surpasse  l'unité  (Picard.  B.  />.,  i883,  p.  107; 
A.  M.,  t.  XI,  p.  1).  Dés  lors,  la  considération  des  fonctions  méromorplies,  qui 
suffisait  à  la  représentation  paramétrique  des  courbes  de  genre  o  ou  i,  ne  pouvait 
conduire,  quelles  que  fussent  les  fonctions  méromorphes  choisies,  à  une  solution 
du  même  problème  pour  les  courbes  de  genre  supérieur.  Les  fonctions  uniformes 
introduites  par  MM.  Poincaré  et  Klein  ont  à  distance  finie  des  singularités  non 
isolées:  il  est  néanmoins  impossible,  d'après  ce  qui  précède,  d'en  trouver  de 
plus  simples  pour  exprimer  les  coordonnées  d'une  courbe  algébrique  de  genre 
quelconque. 
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une  relation  x=  '■^(~)  établissant  une  correspondance  biunivoque 
et  conforme  entre  les  régions  de  la  surface  de  Riemann  x,  relative 
à  la  fonction  algébrique  y,  où  cette  (onction  est  régulière,  et  une 
région  fondamentale  du  plan  t('). 

L'extension  de  ce  lliéorème  capital  y  des  relations  analytiques 
quelconques  entre  deux  \ariahles  est-elle  possible?  Ainsi,  soitj/- 
une  fonction  de  x  anal\  tique  non  unilornie  :  peut-on  lui  laire 
correspondre  une  surface  x  de  Riemann  sur  laquelle  j/-  soit  ana- 
lytique, et  ensuite  représenter  cette  surface  d'une  manière  biuni- 
voque et  conforme  sur  un  domaine  simplement  connexe  d'un 
plan  T?  S'il  en  est  ainsi,  on  saura  exprimera;  ely  par  des  fonctions 
uniformes  d'un  paramètre  t  :  les  fonctions  analvtiques  non  uni- 
formes seront  ramenées,  à  un  certain  point  de  vue,  aux  fonctions 
uniformes. 

Déjà,  dans  des  cas  particuliers,  nous  avons  donné  le  mojen  de 
former  la  surface  de  Riemann  et  d'obtenir  la  représentation  dont 
on  vient  de  parler.  Par  exemple,  so\l y  une  fonction  analytique,  à 
un  nombre  fini  ou  infini  de  branches,  ayant  seulement  deux  points 
singuliers  (on  ne  diminue  pas  la  généralité  en  supposant  que  ces 
points  soient  o  et  l'oo).  La  surface  de  Riemann  x  correspondante 
est  composée  de  feuillets,  en  nombre  limité  ou  illimité,  que  l'on 
peut  considérer  comme  soudés  le  long  de  la  coupure  (o,  cx>).  Sui- 
vant que  la  fonction  y  a  m  déterminations  ou  en  a  une  infinité, 
l'une  des  transformations  x  =  -z"^^  x  =  e"^  fait  correspondre  à  cette 
surface  j;,  d'une  manière  biunivoque  et  conforme,  le  plan  t 
^jre  Paptje^  p  r--  gt  iy3);  on  saura  donc  représenter  j;  et jk  pai"  des 
fonctions  analytiques  uniformes  de  t. 

La  solution  du  problème  général  est  encore  due  à  M.  Poincaré. 
Il  l'a  obtenue  en  suivant  une  marche  bien  différente  de  celle  qui  lui 
avait  réussi  dans  la  question  analogue  relative  aux  fonctions  algé- 
briques. Car  cette  fois  il  s'appuie  sur  le  principe  de  Dirichlet,  et 
se  sert  des  fonctions  de  Gieen  (-).  Précisons  ces  résidtats. 


(')  Cf.  PoixcARE,  C.  R.,  1S81;  A.  M.,  l.  I;  M.  A.,  t.  \I\.  —  I\lein,  M.  A., 
t.  XXI. 

Réciproquement,  il  existe  une  relation  algébrique  entre  deux  fonctions  fucli- 
siennes  correspondant  à  un  même  groupe  fuchsien  {A.  M.,  t.  I,  p.  22S). 

(-)  PoiNCARE,  B.  S.  M.,  i883,  p.  112.  —  M.  Osgood  a  précisé  quelques-uns  des 
résultats  obtenus  par  M.  Poincaré  {B.  of  the  American  M.  S.,  1S98,  p.  69; 
Transactions  of  the  American  M.  S.,  1900,  p.  3i4). 
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Nous  appellerons  (.0  le  domnine  anaivtitpie  qui  correspond  à 
la  fonction  analjlique  multiforme  aibitraire  donnée  y  =.  f{^x), 
c'est-à-dire  le  domaine  formé  par  Tensemble  des  points  analy- 
tiques (x^y)  définis  pnr  cette  relation. 

Thf.orèmk.  —  Au  domaine  analytique  eO  on  peut  associer- 
deux  fonctions  j:  =  c3(tj,  )'= 'li(':)  analytiques  et  uniformes 
dans  un  domaine  plan  déterminé  correspondant  S.  Récipro- 
quement, à  tout  point  [x,y)  de  cO  (abstraction  laite  des  points  de 
ramification,  et  jjeut-être  aussi  d'une  infinité  de  points  isolés)  (') 
correspond  un  seul  point  ~  d'un  domaine  convenable  Q . 

Ainsi,  le  domaine  analytique  iw)  étant  donné,  on  peut  fléterniiuer 
un  domaine  plan  Ci  de  façon  qu'à  un  point  To  arbitiaire  de  t  cor- 
responde un  seul  point  (jr(,,yo)  de  cù,  et  que  le  voisinage  de  ce 
point  soil  représenté  d'une  manière  conforme  sur  le  voisinage  de  Tq. 

Réciproquement,  à  tout  point  (.ro,j'o)  ^^^  '^^  peuvent  corres- 
pondre plusieurs  points  du  |)lan  t;  mais  il  existe  une  région  fon- 
damentale t  n'en  renfermant  qu'un  seul  à  son  intérieur  (-).  Nous 
supposerons,  comme  on  prut  toujours  le  faire  (p.  269),  que  le 
domnine  Ç  est  intérieur  au  cercle  déciit  de  l'origine  avec  l'unité 
p!)ur  rajon,  ou  bien  qu  il  coïncide  avec  ce  cercle. 

On  peut  séparer  en  deux  parties  l'exposé  de  la  preuve  donnée 
par  M.  Poincaré. 

i"  Formation  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  au 
domaine  analytique  (0  et  détermination  d' une  suite  de  contours 
fermés  C„  tracés  sur  cette  surface. 

Soit  ^m^x  —  Xn)  l'élément  initial  qui  détermine  la  fonction  ana- 
l\  tique   multiforme  f{-x).  La  surface   de  Riemann  correspondant 


(')  Est-il  possible  de  supprimer  lu  leslriclion  ci-dessus,  de  iiiaiiicre  à  obtenir 
une  représentation  de  l'ensemble  de  tous  les  points  où  la  fonction  analytique 
donnée  est  régulière,  en  faisant  parcourir  à  t  le  domaine  où  la  fonction  3(t) 
est  régulière?  La  démonstration  de  M.'  Poincaré  semblerait  conduire  à  une 
réponse  négative;  mais  c'est  une  question,  d'un  très  grand  intérêt  du  reste, 
i|ui  est  encore  à  éclaircir  (cf.  Hilbkht,  Problèmes  nuithematit/ues;  Congrès 
des  Mathérnaiiciens  tenu  en  1900,  p.  io5). 

{-)  Par  suite,  comme  on  l'a  dit  plus  haut  (p.  8  et  12),  la  dérivée  .f'(T)  ne  doit 
s'annuler  en  aucun  point  intérieur  au  domaine  E. 
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à  cette  fonction  sera  définie,  si  l'on  fixe  à  quelles  conditions  le 
point  initial  et  le  point  final  des  contours  fermés  tracés  dans  le 
plan,  partant  d'un  point  quelconque  x  et  j  revenant,  appar- 
tiennent au  même  feuillet  et  dès  lors  correspondent  à  des  contoui's 
fermés  sur  la  surface. 

Pour  V  parvenir,  ajoutons  aux  points  singuliers  de  f{x)  trois 
points  arbitraires  que  Ton  regardera  comme  singuliers  sur  tous 
les  feuillets  (leur  raison  d'être  sera  expliquée  [)lus  loin)  et  appe- 
lons lous  ces  points  points  exceptionnels.  Puis,  divisons  en  deux 
classes  les  contours  fermés  partant  de  x  et  ne  traversant  aucun 
point  exceptionnel.  La  première  classe  sera  composée  de  ceux  que 
des  déformations  continues,  s'efTectuant  sans  que  l'on  traverse  de 
point  exceptionnel,  peuvent  ramener  à  avoir  une  longueur  aussi 
petite  que  l'on  veut.  La  seconde  clause  renfermera  tous  les  auti-es 
contours.  On  convient  que  le  point  de  départ  et  le  point  d'ar- 
rivée sur  un  contour  appartiennent  ou  non  au  même  feuillet, 
suivant  que  le  contour  est  de  la  première  ou  de  la  seconde  classe. 

La  surface  de  Riemann  x  ainsi  définie  est  simplement  connexe 
^jre  Partie,  p.  i  i);  elle  a  une  infinité  de  feuillets  (jui  s'échangent 
par  la  rotation  autour  de  chaque  point  singulier.  La  fonction  y 
est  bien  déterminée  le  long  de  tout  chemin  partant  du  centre  x^ 
de  l'élément  ^  et  ne  traversant  aucun  point  exceptionnel;  elle  est 
régtdière  en  chaque  point  de  la  surface  x  {^).  De  plus  l'inté- 
grale   /     ydx  est  unilorme   sur  cette   surface;   car  tout  contour 

fermé  tracé  sur  la  surlace  x  peut  être  ramené,  par  déforuiation 
continue  s'effectuant  sans  que  l'on  rencontre  de  point  singulier,  à 
avoir  une  longueur  aussi  petite  que  l'on  veut,  puisque  cette  surface 
est  simplement  connexe. 

Pour  la  même  raison,  on  peut  tracer  à  son  intérieur  une  infinité 
de  contours  fermés  G  enveloppant  le  point  X(j,  s'enveloppant  mu- 
tuellement, et  tels  qu'il  passe  un  contour  (]  et  un  seul  par  chaque 
point  de  la  surface  x  autre  que  le  point  Xf).  Par  exemple,  soit  y 
une  circonférence  concentrique  au  cercle  de  convergence  Vq  de 
l'élément  y?(:r  —  Xq)  et  intérieure  à  ce  cercle.  Des  différents  points 


(')  On  convient  que  les  points  exceptionnels  l'ont  partie,  non  pas  de  la  surface 
•de  Kiemann,  mais  de  sa  frontière. 


FONCTIONS    ANAI.VTKH  ES    KT    REPKKSF.NTATION    CONFORME.  'aS( 

de  y,  décrivons  des  cercles  y'  assez  petits  pour  que  la  fonction  y 
teste  holomorphe  dans  ces  cercles  et  sur  leurs  circonférences  : 
soit  y,  leur  enveloppe.  Des  divers  jjoints  de  v,  décrivons  des 
cercles  y  définis  comme  les  cercles  v'  :  soit  v^  leur  enveloppe.  Et 
ainsi  de  suite.  On  petit  prettdre  comtne  contours  C  d'abord  une 
infinité  de  circonférences  intérieures  et  concentriques  à  v,  ensuite 
une  infinité  de  courbes  enveloppant  y,  s'envelop|)ant  mutuelle- 
ment et  recouvrant  successivement  les  régions  annulaires  com- 
prises entre  y  et  y,,  |)itis  les  régions  cotiiprises  entre  *',  et  v^,  etc. 
-Nous  ferons  choix,  parmi  ces  contours  C,  d'une  iniitiité  de  con- 
tours C,,  .  .  .,  C„,  .  .  .  tels  que  C„^i  enveloppe  C„  et  que  tout 
point  de  la  surface  x  soit  intérieur  à  Tun  des  contours  C«  ('). 

2"  Formation  de  ta  relation  (jni  définit  la  représentation 
cherchée. 

Déterminons  maintenant  une  fonction  harmonique  //(^,y,)  telle 
que,  si  on  lui  associe  la  fon(;tion  harmonique  com|ilémen- 
taire  r(ç,r,)  et  si  Ton  pose  :r  ^  ç -h  «y,,  la  relation 


établisse  une  correspondance  biunivoque  et  conforme  entre  la 
surface  x  de  Riemann  que  nous  venons  de  former  et  un  domaine 
simplement  connexe  E  du  plan  t,  ne  sortant  pas  du  cercle  avatit 
l'origine  comme  centre  et  l'unité  pour  rayon. 

Le  problème  de  Dirichlet  permet  d'associer  respectivement  à 
chacun  des  contours  Ci,  ...,  C,,,  ...  des  fonctions  //,,  ..., 
«„,  .  .  .  analogues  aux  fonctions  de  Green  relatives  aux  aires 
limitées  par  ces  contours  et  au  pôle  x^  ;  nous  les  définirons  en 
leur  imposant  d'être  harm(jniques  à  l'intérieur  de  ces  aires,  sauf 
au  pôle  Xo  oij  elles  deviendront  logarithmiquenient  infinies 
[c'est-à-dire   que    w„H-logy/(;  —  io)"H-(^ — "1o)"   restera   holo- 


(  '  )  La  considération  des  éléments  <|iii  piolongenl  la  série  initiale  U  cl  <>nl 
pour  centres  les  points  de  y,  Vj,  ...  à  coordon/iées  ralionnelles  a  permis  à 
M.  Osgood  de  préi;iscr  la  marclie  à  snivre  pour  construire  les  contours  C„  de 
façon  qu'ils  jouissent  des  |)ropriétés  énoncées  (B.  of  llic  American  M.  S.,  i8i)S, 
p.  72). 
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morphe  dans  le  voisinage  de  Ço-  ''"loj?  6t  d'èti'e  nulles  le  long  de 
leurs  frontières  C),   .  .  .,  C„,  .... 

De  ces  fonctions  déduisons  une  nouvelle  fonction  u  déterminée 
par  l'égalité 

u  =  Uni  ll,i  =  «1  -r-  (  «2 «!)+...-)-(  Z/„-Hi  —  u„)  -t-  . .  . . 

Celte  fonction  u  existe  :  car  chaque  élément  u„  est  positif  à 
Finlétieur  de  C«  puisque  la  fonction  harmonique  w„  est  nulle 
sur  C,/  et  holomorphe  ou  logarithmiquemenl  infinie  dans  Gh 
(p.  'j-.^i)\  il  croît  avec  n  puisque  la  dilférence  ««+1  —  11,1  positive 
sur  G//  est  aussi  positive  à  l'intérieur  de  C„  ;  enfin  il  ne  dépasse 
pas  une  grandeur  fixe  (^). 

Cette  fonction  u  est  continue  ;  elle  converge  uniformément 
dans  tout  domaine  intérieur  à  la  surface  jc,  elle  jouit  des  mêmes 
propriétés  (|ue  les  fonctions  Un  '•  par  suite,  elle  est  harmonique 
dans  ce  domaine,  sauf  au  |)ôle  x^  où  elle  devient  logarithmiquemenl 
infinie  (-). 

Désignons  par  t»,,  ...,  ç,i,  ...,  v  les  fonctions  harmoniques 
complémentaires  des  fonctions  Ui,  . . . ,  w«,  . .  . ,  u,  el  déterminons 
les  constantes  qui  figurent  dans  leur  expression  de  façon  que  ces 
fonctions  s'annulent  en  un  point  x^  de  la  surface  x  autre  que  le 
point  Xq.  Dès  lors,  on  pourra  poser 

Remarquons  que  les  périodes  de  ces  intégrales,  c'est-à-dire  leurs 
valeurs  le  long  d'un  chemin  fermé  entourant  une  fois  le  point  ^o^ 
sont  égales  à  27t;  aussi  les  fonctions  v^  et  v  ne  sont  déterminées 
qu'à  un  multiple  près  27c. 


(  ')  C'esl  pour  prouver  que  |  «<„  |  est  limité,  et  par  suite  que  la  série  u  converge, 
que  les  points  a,  b,  c  ont  été  introduits  plus  haut;  car  M.  Poincaré  y  parvient 
en  faisant  usage  d'une  fonction  modulaire  ayant  comme  points  singuliers  ces  trois 
points  (nous  n'avons  pas  encore  fait  la  théorie  des  fonctions  niodulaiics;  aussi 
nous  ne  pouvons  établir  maintenant  cette  convergence). 

La  fonction  analytique  jk,  bien  que  régulière  en  ces  trois  points,  n'est  pas 
représentable  sur  le  plan  1  dans  un  domaine  les  renfermant  à  son  intérieur. 

(-)  La  continuité  et  la  convergence  uniforme  de  la  série  u  sont  faciles  à  établir 

(c/.    POINCAKK,    loC.   cit.,    p.    II7). 
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De  mènie  que  la  fonrlion  u  esl  la  limite  des  fonctions  «„,  de 
même  la  t'onclion  v  est  la  limite  des  fonctions  r„-,  comme  la  fonc- 
tion M,  elle  converge  uniformément  ('  ). 

Les  fonctions  //„,  i'„,  n^  v  étant  ainsi  formées,  introduisons  les 
fonctions 

je  dis  que  cette  dernière  relation  établit  erïtre  la  surface  x  et  le 
plan  T  une  correspondance  qui  jouit  des  propriétés  énoncées. 

En  elFet.  bien  rpie  les  intégrales  v„  et  v  soit  multiformes,  les 
exponentielles  t,<  et  t  sont  iiniiorMies,  à  cause  de  leur  pc'riodicité. 
Donc  à  (in  point  x  correspond  un  seul  point  ~. 

Réciproquement,  .r  est  une  fonction  uniforme  de  t,  en  d'autres 
termes  il  existe  sur  la  surface  :c  un  seul  point  correspondant  à  un 
point  donné  d'alfixe  f)  du  domaine  fo. 

Pour  l'établir,  on  remarf|ue  d'abord  (|ue  la  (onction  ~,^  ne  |)eut 
prendre  ^n  en  un  seul  f>oint  x  intérieur  au  contour  C/^  la  valeur^. 
En  ellet,  à  cette  valeur  0  de  T/,  correspondent,  il  est  vrai,  une  in- 
finité de  nombres  v^  en  progression  arithmétique  de  raison  2  —  ; 
mais,  d'autre  part,  d'après  la  remarque  relative  à  la  [)ériodicité 
de   Vu,    la    limite   supérieure  x  de   l'intégrale    c,/   ne  change   pas 

rd'z       dr 
(|uand  r„  varie  de  2—.  Comme  conséquence,  l'intégrale  /  —j^  -  _  a 

a  la  valeur  o  on  la  valeur  2/7:,  le  long  d  un  contour  fermé  simple 
intérieur  à  C„,  suivant  que  ce  contour  renferme  ou  non  à  son 
intéi'ieur  le  |)oint  x  où  la  fonction  1,1  prend  la  valeur  0,  car  le  ré- 
sidu de  la  fonction  -^  .-  relatif  à  ce  pôle  x  est  égal  à  i. 

Quant  à  la  fonction  t,  su|)posons  qu  elle  prenne  la  valeur  ^  en 
deux  points  x'  et  x"  de  la  surface  x\  désignons  par  F  un  contour 
fermé  ayant  à  son  intérieur  ces  deux  points,  et  ne  contenant  ni  le 


(')  Cela   résulte  immédiatement  de  ce  que    l'on    peut  prendre  n  assez  grand 

I  f)u        Ou„  I          I  Ou        ôu„  I       .         ■    ,.   •  ...  i       j         i 

pour  que     —r tP-     et soient  inférieurs  a  tout  nombre  donne  a, 

d'où  il  suit  que  \v  —  v,^\  est  lui-même  inférieur  à  aal.,  L  désignant  le  plus  grand 
chemin  qu'il  faut  parcourir  sur  la  surface  de  Riemann  pour  aller  de  x,  en  x.  On 
l'établit  aisément  en  divisant  le  domaine  en  un  nombre  fini  de  régions  partielles 
assez  petites  pour  que,  dans  chacune  d'elles,  certaines  inégalités  soient  satisfaites 

(cf.    POINCARE,    toc.   cit.,    p.    12  1). 
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point  ^0'   lïi   aucun   point   (autre  que  x'  et  x")  où  la  fonclion  t 

prenne  la  valeur  8.  D'après  ces  hypothèses,  le  théorème  des  résidus 

donne 

(h      dx 


l 


.  dx  z  —  b 


=  4<z. 


Or,  c'est  un  résultat  im|)ossible.  En  effet,  posons 

u,i^  iv,i^  (v„(x),         w  -(-  /V  =  w( X ), 
ce   qui  donne 


d-n 
dx 


dw„ 
dx 


d- 
dx 


dw 
dx 


Puisque  u,i  et  r„  ont  comme  limites  u  et  v^  on  peut  choisir  /i  assez 
grand  pour  que  l'on  ait,  dans  le  domaine  de  frontière  F, 


-«  !  <  î, 


dw        dw,i 
dx  dx 


<-\ 


e  et  t'  désignant  deux  nombres  positifs  arbitraires  (').  De  plus, 


dw 


quand  le  pointer  décrit  le  contour  F,  I  -^—  \  a  une  limite  supérieure  L, 


et   I  - — Ol   a  une  limite  inférieure  /; 


-     surpasse    aussi    ce 


nombre  /puisque  |  t  j  reste  inférieur  à   i  dans  le  domaine  ïr.  Par 
suite,  à  cause  de  l'identité 


dx  dx 


dwn        dw 
dx         dx 

ë 
1  — 


dWn  ~  —  T/; 

~d^  (-_6K-«-e)^ 


on  a  sur  le  contour  F,  en  prenant  n  suffisamment  grand, 


d-z  d~,i 

dx  dx 


<  y +  |6(L-+-s') 


Appelons  s"  le  second  membre  de  celte  inégalité;  ou  aura  donc,  en 


(  '  )  La  première  inégalité  est  évidente.  La  seconde  résulte  des  remarques  faites 
dans  la  note  précédente,  puisque  les  fonctions  u-^iv.  u^-^  iv^  sont  analytiques. 
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d/'signant  par  F  la  longueur  du  coulour  V. 
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X 


(Le 


dx 


T-e     T„-e 


dx 


<£'r. 


Si  /i  a  élé  clioisi  assez  grand  pour  que  le  coulour  C«  enveloppe  F, 
le  premier  membre  de  celle  inégalilé  représenle  le  module  de  la 
difîerence  de  deux  intégrales  a\anl  |)Our  valeurs  l'une  \i~, 
l'autre  ii~  ou  o;  le  second  membre  est  aussi  petit  que  l'on  veut 
à  cause  du  facteur  s".  Celle  inégalilé  csl  donc  absuide. 

Ainsi,  à  une  valeur  de-  intérieure  au  domaine  è  correspond 
un  seul  point  intérieur  à  la  surface  x  :  la  vaiiable  x  esl  une 
touction  analvlique  uniforme  de  t.  Il  en  esl  de  même  de  la  fonc- 
tion y,  puisqu'à  un  point  de  la  surface  x  correspond  une  seule 
valeur  de  v. 

§  IV.  —  Les  fonctions  analytiqles  et  les  surfaces  minlma. 

330.  Nous  nous  contenterons  de  montrer  comment  Weierstiass 
a  rallaché  la  théorie  des  fonctions  analytiques  d  une  variable  com- 
plexe à  celle  des  sur/aces  niinima  ('  ).  Rappelons  d'abord  la  défi- 
nition de  ces  surfaces. 

Pour  que  l'aire  d'une  portion  continue  de  surface,  limitée  par 
un  contour  donné,  soit  minimum,  il  faut  que  ses  rayons  de  cour- 
bure principaux  soient  en  cha(|ue  point  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Cette  condition  n'est  pas  toujours  sullisanle  :  néanmoins 
on  convient  d'appeler  surfaces  minima  toutes  celles  qui  jouissent 
de  celle  propriété;  en  d'autres  termes,  les  surfaces  minima  sont 
celles  qui  ont  pour  indicatrice,  en  chacun  de  leurs  points,  une 
hyperbole  écjuilatère  (-). 


(')  Weiekstrass,  Moiiatsber.  d.  Berliner  Ak.,  ibtili  cl  18O7.  —  Cf.  ausM  Dau- 
Boux,  Théorie  des  surfaces,  I"  Partie,  Livre  III,  Chapitre  II. 

(-)  Les  surfaces  minima  rentrent  ainsi,  comme  cas  particulier,  dans  les  sur- 
faces dites  de  M.  Weingarten  ou  surfaces  (W),  c'est-à-dire  dans  celles  qui  ont 
leurs  rayons  de  courbure  principaux  liés  par  une  équation  donnée  a  priori. 

Il  résulte  inimédialeinent  des  formules  (3)  (p.  ^87)  que  ce  sont  aussi  des  sur- 
faces de  translation,  au  sens  de  Lie  :  elles  peuvent  être  engendrées  par  la 
translation  des  lignes  de  longueur  nulle  tracées  sur  la  surface. 
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Il  suit  de  là  que  l'on  peut  aussi  caractériser  ces  surfaces  en 
disant  que  les  deux  familles  de  lignes  de  longueur  nulle 
tracées  sur  la  surface  y  forment  un  réseau  conjugué. 

En  effet,  en  un  point  de  la  surface,  les  tangentes  aux  lignes  de 
longueur  nulle  passant  par  ce  |)oint  ont  pour  coefficients  angu- 
laires +  f  et  —  «,  quand  on  prend  comme  axes  de  coordonnées 
les  axes  <le  l'indicatrice,  puisque  leurs  équations  s'obtiennent  en 
égalant  à  zéro  le  carré  d'un  élément  linéaire  qui  a  alors  la  (orme 

(  du  -+-  i  dv  )  (  du  —  i  di'  ). 

Or,  la  conique  et  la  seule  conique  admettant  pour  diamètres  con- 
jugués des  droites  de  coefficients  angulaires  -\-  i  el  —  i  est  l'hyper- 
bole équilatère.  Donc,  il  faut  et  il  suffit  que  l'indicatrice  d'une 
surface  soit  en  chaque  point  une  hyperbole  équilatère  pour  que 
les  lignes  de  longueur  nulle  y  déterminent  un  réseau  conjugué. 
Appuyons-nous  sur  cette  propriété  des  surfaces  minima  pour 
établir  leur  équation  :  nous  allons  chercher  à  exprimer  les  coor- 
données cartésiennes  x,  y,  z  d'un  point  d'une  pareille  surface  en 
fonction  de  paramètres  a  et  [i  choisis  de  telle  sorte  qu'ils  corres- 
pondent aux  systèmes  de  lignes  de  longueur  nulle. 

Le  réseau  (a,  [5)  est  conjugué.  Or,  pour  qu'un  réseau  soit 
conjugué,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coordonnées  x.  y,  z  satis- 
fassent à  une  même  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  du  type  hyperbolique,  que  l'on  peut  ramener  à  la 
forme 

=  A—  -H  B  -7T, 


doi  dp  doi  d'à 

A  et  B  désignant  des  fonctions  quelconques  de  a  et  [i.  On  aura 
donc 


(0 


Le  réseau  (a,  {B)  est  formé  de  lignes  de  longueur  nulle.  Dès 


d'^'X 

,  dx       ^  àx 

=  a^h-b| 

d^-z 

dz             ùz 
=  A  ^ 1-  B  -TT 

/ 
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lors,  dans  la  forme  quadratique  qui  reprt'-senle  le  carré  de  l'élé- 
ment linéaire  de  la  surface,  les  coefficients  E  el  G  sont  nuls;  on 
aura  donc 

Pour  résoudre  le  système  formé  par  les  écjtialions  (i)  et  (2),  diflfé- 
rentions  la  première  des  relations  fa)  par  ra|)port  à  ,3,  et  la  seconde 
par  rapport  à  a;  puis,  remplaçons  les  dérivées  secondes  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (1).  On  en  déduit 

^_  ^^,,  /■  f)x  dx        dy  dy        dz  dz  > 

AF  =  o.         Bb  =  o  F  = :7:  -i-  —  -77:  H ^     ; 

par  suite  A  el  B  sont  nuls,  car  F  est  difî'érent  de  zéro,  puisque  toute 
ligne  tracée  sur  la  surface  n'est  [)as  de  longueur  nulle. 
Les  équations  (i)  deviennent  <lonc 

o-x  <J-r  â^z 

=  o,  — -K  =  o, 


et  leurs  intégrales  sont  de  la  forme 

,   a^  =  /,(a)-r-o,(3), 

(3)  j  =  /,(a)-cp,(:3). 

'  z  =/3(a)  +  cp3(3). 

Pour  que  ces  relations  représentent  les  écpialions  des  surfaces 
minima,  il  faut  déterminer  les  fonctions  /i,  f ..  .  .  .,  fa  de  façon 
que  x^  y,  z  satisfassent  encore  aux  équations  (2),  c'e>t-à-dire  de 
manière  fjue  l'on  ail 

^^^  \  'f?(p)-+-??(?)-??(fi)  =  »- 

Enneper  et  Weierstrass  introduisent  la  première  de  ces  condi- 
tions dans  les  équations  (3)  en  posant 
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ce  qui  donne,  à  cause  de  la  première  des  équations  (4), 
/■J(3f  )  —  i J"^(x)  _  ^ 

et  par  suite 

I  —  «"-  i{  I  -h  M'^  )  -2  M 

T»          ,                    III                      •                                     ^(  ti)  du 
Représentons  la  valeur  de  ces  trois  rapports  par —;  on  en 

déduit 

/i  (  a)  =  -    /  (  1  —  U-)  §{u  )  du, 

f,Jyi)  =  L.    f (i^ui)ri(u)du, 
f^ix)  =        lu  .Tiu)  du. 

La  même  méthode  conduit  à  des  expressions  analogues  pour 
o,(^),  ç)2(i^)>  'f3(i^);  il  suffit  de  poser 

et  d'introduire  une  fonction  ()'(t^)  analogue  à  5{u).  Donc  les  coor- 
données des  points  de  toute  surface  minima  pourront  s'exprimer 
en  coordonnées  paramétriques  (w,  v)  par  les  formules 

T  —   -      /     (  I  U-}  §(u)du-^ I     (l  —  ^'-){](^  >  <^^i 

(5)  'J  =  -    I  (i-+-u^-):^(u)du—  -   I   (i^  v^-){)'(v)dv, 

z=        lu  ^(u)du-+-  V  ij(v)dv. 

Une  condition  évidemment  suffisante  pour  que  ces  surfaces 
soient  réelles,  c'est  que  les  fonctions  ^  et  ^/  soient  imaginaires 
conjuguées  et  que  les  intégrales  relatives  à  u  et  ç  soient  piises 
suivant  des  chemins  imaginaires  conjugués  ('). 


(')  Un  peut  montrer  que  ces  conditions  suffisantes  sont  aussi  nécessaires  [cf. 
Darboux,  loc.  cit.,  p.  292  ). 
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Ainsi  les  équalions 


-/ 


(i  —  u-  )  -7(  u)  du, 

(6)  1  y  =  sl       i(i^  u^-)  'Ji u )  du. 

I 

]    z  =  ai    I    Jt  u  ^  (  u  )  du 

représentent  des  nappes  réelles  de  surfaces  minima  (^). 

Ces  reraarcjues  font  apparaître  le  lien  entre  la  théorie  des  fonc- 
tions analytiques  d'une  variable  complexe  et  celle  des  surfaces 
minima. 

En  effet  : 

1°  A  toute  fonction  de  variable  complexe,  ^{u),  correspond 
une  surface  minima,  représentée  par  les  équations  (6)  :  celte 
surface  est  définie  de  forme  et  dorienlalion,  puiscjue  ces  équa- 
tions déterminent  x^y,  z  k  des  constantes  addilives  près,  dont  la 
variation  ne  fera  qu'imprimer  un  mouvement  de  translation  à  la 
surface. 

2"  Réciproquement,  à  une  surface  minima  donnée,  correspond 
au  moins  une  fonction  de  variable  complexe  (-),  puisque  les 
équalions  de  cette  surface  peuvent  toujours  être  mises  sous  les 
formes  (5)  et  (6). 

Ainsi,  les  relations  analytiques  auxquelles  une  fonction  de 
variable  complexe  donne  naissance  auront  pour  représentation 
géométrique  des  propriétés  des  surfaces  minima,  et  récipro- 
quement. 


(')  Comme  nous  l'avons  fait  plusieurs  fois  (I"  Partie,  p.  aSi),  nous  dési- 
gnons avec  Weicrslrass  par  le  symbole  A  la  partie  réelle  d'une  grandeur 
complexe. 

Dans  les  formules  (6),  les  deux  coordonnées  paramétriiiucs  sont  figurées  par 
la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  u. 

(  =  )  On  démontre  qu'à  une  surface  minima  réelle  correspondent  rfeux  fonctions 

de  la  forme  J(m), î(j'(—  -)   (-7  et  (j'  désignant  des  fonctions  imaginaires 

conjuguées),  qui  sont  différentes,  à  moins  qu'il  ne  s'agisse  d'une  surface  double 
{cf.  Darbol'x,  loc.  cit.,  p.  295  et  809 ). 

V.  -  II.  «9 
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§  V.  —  Les  fonctions  analytiques,  la  mécaniqie 

ET   la    physique. 

331.  Chaque  élément  u^  r  d'une  fonclion  analytique  u -{- iv 
est  harmonique.  Par  là,  tout  problème  qui  exige  l'introduction 
d'un  potentiel  (et  ces  problèmes  sont  innombrables  en  Mécanique 
comme  en  Physique)  se  rattache  à  la  Théorie  des  fonctions  ana- 
lytiques ('  ). 

Il  y  a  plus  :  non  seulement,  dans  ces  sciences,  les  fonctions 
harmoniques  s'imposent;  mais  on  est  amené  à  considérer  simul- 
tanément des  fonctions  harmoniques  complémentaires .  C'est 
ainsi  que  la  Mécanique  conduit  à  l'étude  des  courbes  de  niveau 
ou  équipotenlieiles  et  de  leurs  trajectoires  orthogonales  ou  lignes 
de  force  (-),  et  que  ces  lignes  sont  définies  par  des  équations 

u{x^  y)  =  const., 
^'(•^5  7)  =  f-.onst., 

telles  que  la  combinaison  u  -\-  iv  soit  analytique. 

Sans  entrer  ici  dans  des  détails  du  domaine  de  la  Mécanique 
ou  de  la  Physique  (^),  donnons  quelques  exemples  et  occupons- 
nous  d'abord  de  Vattraclion  en  raison  inverse  de  la  dislance. 

Soient  dans  un  plan  n  points  matériels  fixes  (a^^b^)^  ..., 
{<^f/ii  bu)  exerçant  sur  un  point  mobile  [x^y)  des  actions  en  raison 


•  (')  «  On  peut  l'ésumer  les  procédés  de  Riemann  en  disant  qu'il  fait  l'appli- 
cation, à  ces  parties  de  fonction  («  et  v),  des  théorèmes  fondamentaux  de 
la  Théorie  du  potentiel.  Son  point  de  départ  se  trouve  ainsi  dans  la  Physique 
mathématique  »  [Klkin,  Riemann  et  son  influence  sur  les  mathématiques 
modernes  {Œuvres  de  Riemann,  trad.  Laugel,  p.  XVIII)]. 

(^)  La  dénomination  de  lignes  de  force,  due  à  Faradaj ,  tient  à  ce  que  les 
tangentes  à  ces  lignes  font  connaître  la  direction  de  la  force. 

(^)  Cf.  KiRCHiioFF,  Vorlesungen  iiber  mathematische  Physik.  —  Maxwell, 
Traité  d'électricité  et  de  magnétisme  (traduction).  —  Poin'caré,  Cours  de  la 
Faculté  des  Sciences  (  Électricité,  Tourbillons,  etc.).  —  Duhem,  Divers  Ou- 
vrages. —  Etc. 

Voici  un  exemple  emprunté  à  la  Théorie  (!cs  mouvements  tourbiilonnaires, 
Tune  des  plus  importantes  parmi  celles  de  l'Hydrodynamique  : 

Soient  .r,  ^,  z  les  coordonnées  au  temps  t  d'une  molécule  fluide;  \,  r,,  Ç  les 
composantes  de  sa  vitesse.  Helmholtz  a  appelé  tourbillon  le  vecteur  qui  a  pour 
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inverse  des  dislances  /•,,  ..  .,  /■,<  du  point  mobile  à  chacun  des 
|)oinls  fixes.  Le  polenliel  corresj)ondanl  ti  a  comme  oxjiression 

H  =  ^/?i/log—  (  /  =  I,  2, . . . ,  n), 

/«,,  ....  ni,i  désignant  des  coefficienls  conslanls. 
Posons 

T  ^-  /  )'  =  ;,         ai-\-  ibi  ^^  Cl,         z  —  c/  =  /■./  e''J(  ; 

/•/Cl  0^  représenteront  les  coordonnées  polaires  du  j)oinl  (x,  j)^), 
<'n  supposant  l'origine  placée  au  point  («/,  />/). 

Pour  obtenir  l'écpiation  des  courbes  de  niveau  et  des  lignes  de 
force,  dans  le  mouvement  du  point  (.r,  y)  sous  l'action  des  forces 
définies  plus  haut,  il  n'y  a  qu'à  considérer  la  fonction  analvlicpie 

à  la  mettre  sous  la  forme  u  +  à',  et  à  égaler  à  des  constantes  les 
fonctions  u  et  c.  On  a  ainsi 

W     =    7?(j     10g/*l   ...   m„    lng/'„,  f    =  /»1   Ol  .    .    .  /»;;  0„. 

De  là,  une  définition  géométrique  élégante  des  courbes  de  niveau 
et  des  lignes  de  force  :  ce  sont  respectivement  des  cassinoïdes 
à  n  foyers  et  des  lignes  telles  queles  vecteurs  obtenus  en  joignant 


composantes 


"îXdy       dz)       i\dz       dx]       i\dx       i)y  I 


cl  lignes  de  tourbillon  celles  qui  sont  langeiilcs  en  clmcun   île  leurs   [loints  yu 

vecteur  tourbillon   :   puis  il   a    cherché  à  déduire  les  couiposanles  de   la  vitesse 

d'une  niolécnle  de  celles  du   tourbillon,  sachant  que   ces  composantes  vérifient 

, .  .    .  •  ,,       0\        dr,        d\  /--.     ,    1 

une  cerlamc  (-iiuatioii  aux  dérivées  partielles  -r—  H — r—  +  -r-  =  o.    Lest   lo  pro- 
'  ^  dx       dy       uz 

blême  d'Ilelmliollz. 

Lorsque  la  vitesse  reste  parallèle  à  un  pi.in  (en  |)arril  ciis.  les  lignes  de  tour- 
billon sont  des  droites  normales  à  ce  plan,  si  la  vitesse  est  la  même  en  tous  le- 
points  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  ce  plan),  ce  problème  se  rattache 
à  la  représentation  conforme,  el  dès  lors  aux  fonctions  analyli(jucs;  car  si  l'on 
sait  représenter  d'une  manière  conforme  sur  un  cercle  la  section  du  vase  où  se 
meut  le  fluide,  on  peut  résoudre  le  problème  de  llelmliollz,  et  réciproqucnienl 
{voir  PoiNCARÉ,  Théorie  des  tourbillons,  p.  f)<),  1H93). 
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les  n  fovers  à  un  point  quelconque  de  ces  lignes  forment  avec  une 
direction  fixe  des  angles  dont  la  somme,  après  l'introduction  de 
facteurs  convenables,  soit  constante  (' ). 

332.  Une  interprétation  physique  intéressante  des  fonctions 
analytiques  résulte  de  l'étude  des  mouvements  irrotalionnels  et 
permanents  (-)  de  certains  fluides,  dans  le  cas  où  les  vitesses  de 
tous  leurs  éléments  restent  parallèles  à  un  plan  fixe  et  sont  iden- 
tiques en  tous  les  points  situés  sur  une  même  jierpendiculaire 
à  ce  plan. 

Considérons  ])ar  exemple  un  liquide  incompressible  à  tempé- 
rature constante  animé  d'un  tel  mouvement.  Soient  x  et  y  les 
coordonnées  d'une  de  ses  molécules  par  rapport  à  deux  axes  rec- 
tangulaires situés  dans  le  plan  où  elle  se  meut,  ^[x^y)  et  r^(^x,y) 
les  composantes  de  sa  vitesse,  u(x^y)  la  fonction  dont  elles  sont 
les  dérivées  (Helmhollz  l'a  appelée  potentiel  des  vitesses). 

1°  Les  lignes  équipotentielles  ic{x,  y)  =  const.  sont  normales 
aux  trajectoires  des  molécules. 


En  effet,  on  a  par  hypothèse 

du 


du  du 


(')  On  peut  donner  de  cette  même  fonction  analytique /(i;)  des  interprétations 
liydrodynamiques,  électrodjnamiques,  électrostatiques.  Cf.  Poincaré,  Théorie  des 
lourbillons,  p.  6;. 

(-)  Le  mouvement  d'un  fluide  est  irrotationnel  ou  non  tourbillonnaire  lorsque 
les  composantes  (E,  t,,  î^)  de  la  vitesse  de  chacun  de  ses  éléments  sont  les  dérivées 
d'une  même  fonction  u{x,  y,  z,  t). 

Un  mouvement  ou  un  régime  est  permanent  lorsque  la  distribution  des  vitesses, 
des  pressions  (/?)  et  des  densités  (p),  aux  divers  points  géométriques  de  l'espace 
occupé  par  le  fluide,  est  toujours  la  môme;  en  d'autres  termes,  lorsque  %,  t^,  Ç, 
/?,  p  ne  dépendent  pas  explicitement  du  temps  t,  mais  seulement  des  variables  x, 
y,  z  d'Euler,  c'est-à-dire  des  coordonnées  au  temps  t  d'une  molécule  fluide  que 
l'on  suit  dans  son  mouvement. 

Quand  un  mouvement  est  irrotationnel  et  permanent,  la  fonction  u  ne  ren- 
ferme pas  t. 

Enfin,  si  le  milieu  en  mouvement  est  un  liquide  incompressible  à  température 
constante,  la  densité  0  est  aussi  constante. 

Cf.  Appell,  Mécanique,  t.  III. 


LES    FONCTIONS   ANALVTIylKS.    LA    MÉCANIQUE    ET    LA    PHVSIQIE.  203 

el  dès  lors,  en  désignant  par  dx  et  dy  les  difTérentielles  dans  les 
déplacements  sur  une  ligne  équipotenticlle, 

du  =  ;  dx  -7-  r,  dy. 

Dans  un  pareil  déplacement,  du  est  nul,  puisque  u  est  constant; 
par  suite  les  directions  (^,  r,),  (c^x,  dy)  sont  bien  rectangulaires. 

2°  Le  potenliel  des  vitesses  u(x,y)  est  une  fonction  har- 
monique. 

Cette  propriété  de  la  fonction  u  se  déduit  immédiatement  de 
l'équation  connue  en  Hydrodynamique  sous  le  nom  d'équation  de 
continuité  ('  ). 

Voici  un  raisonnement  direct  pour  l'établir. 

Le  fluide  est  incompressible;  donc  l'aire  du  tri.mgle  déterminé 
par  trois  molécules  situées  à  des  distances  infiniment  petites  les 
unes  des  autres  est  la  même  aux  temps  /  et  ^  -r-dt.  Or  les  trois  j)oints 
qui,  au  temps  ^,  ont  pour  coordonnées 

{x,y),     {x^dx,y),     {x.y^dy), 

auront  pour  coordonnées  au  temps  /  -h  dt., 

X  -^  z,  dt,    y  —  T,  dt, 

X  -r-  dx  -^-  (  ç  H ^  dx  \  dt,    y  -f-  r,  dt , 

X^\dt,     y^dy-+-(r,-^'l^^dt. 

Par  suite,  en  vertu  de  la    formule   qui   donne   l'expression   de 


(')  L'équation  de  continuité  exprime  l'absence  de  vide  au  sein  de  la  masse 
fluide  :  on  l'oblient  en  écrivant  que  la  masse  d'un  clément  infiniment  |((Hil  du 
milieu  est  la  môme  avant  et  après  sa  déformation.  Dans  le  système  ilKulcr, 
c'est-à-dire  en  prenant  comme  variables  le  temps  t  et  les  coordonnées  x,  y,  z 
définies  dans  la  note  précédenle,  cette  équation  bien  connue  s'écrit 

09    .    d{?\)    ,    (>(pT.)        (j(p;) 
ol  dx  dy  ()z 

Dés  lors,  il  n'y  a  qu'à  se  reporter  à  la  définition  de  \  et  t,   pour   vérifier  que   la 
fonction  u  est  harmonique,  quand  la  densité  p  est  constante. 

F. -II.  ,ç,. 
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l'aire  d'un  triangle,  les  deux  déleruiinants 


X    X  -^  dx 

y       y      y 


dy 


X  -\-  idt     X  -+-  dx  -H  (  ç  -(-  — ^  dx  ]dt  x  -^  i  dt 

\         àx       / 

y-\-Tidt  7  +  r,  dt  y-^dy^  U  -^  -^^  dy 


sont  identiques.  On  en  calcule  aisément  les  valeurs  res 
en  retranchant  terme  à  terme  les  éléments  de  la  première 
seconde  colonne;  en  égalant  les  résultats  obtenus  il  vient 


df 


|)eclives 
et  de  la 


dxdvl  ^  -h^]dt  =  o. 
■^  \dx        dy) 


et,  par  suite,  on  a  bien 


d-  u 
(Jx- 


d-  u 


Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  fonction  v(^x,y)  complé- 
mentaire du  jiotenliel  u(x^y)  s'appelle /b/ic^/o/?  d'écoulement 
(Maxwell)  ou  fonction  de  courant  :  les  courbes  vi^x^y^  =  const. 
représentent  les  trajectoires  des  molécules  (p.  292);  ces  trajec- 
toires portent  aussi  les  noms  àç,  filets  fluides  et  de  lignes  de  cou- 
rants ('),  et  elles  correspondent  aux  tubes  de  forces  et  aux  lignes 
de  force. 

A-insi  tout  mouvement  plan  d'un  fluide  incompressible  conduit 
à  l'étude  dune  fonction  anal\  tique. 

Réciproquement,  à  toute  fonction  harmonique  u{x,y),  et  par 
suite  à  toute  fonction  analytique,  on  peut  faire  correspondre  un 
mouvement  irrotalionnel  plan  d'un  liquide  incompressible.  Pour 


(')  En  général,  les  lignes  de  courant  sont  celles  qui  ont  pour  tangente,  en 
chacun  de  leur  point,  le  vecteur  représentant  la  vitesse  :  leurs  équations  diffé- 
rentielles sont  donc 

dx        dy        d  z 


Ce  ne  sont  les  trajectoires  des  molécules  que  dans  le  cas  d'un  régime  permanent. 
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s'en  assurer,  il  n'y  a  qu'à  reprendre  en  ordre  inverse  les  calculs 
ci-dessus. 

A  celle  inlerprélalion  hydi^odynainique  des  fondions  analy- 
tiques, on  peul  subsliluer  une  inlerpréta'lion  électrique ,  par 
exemple  en  considéranl  les  courants  qui  proviennent  d'électricité 
en  niouvenienl  permanent  sur  une  plaque  conductrice. 

En  effet,  en  écrivant  cpie  l'électricité  ne  s'accumule  sur  aucun 
élément  de  la  plaque  et  qu'elle  va  d'un  point  à  un  autre  d'un 
mouvement  continu,  c'esL-à-dire  en  traversant  toute  la  région 
intermédiaire,  on  voit  que  les  composantes  ^,  r,  de  la  vitesse 
d'une  molécule  quelconque  satislbnl  à  l'é([ualion  ('), 

d\        '^"n  _  (  f  _  ^'^f        _  '^"\ 

dx        ()y  y        dx'    ^        àyj^ 

et  par  suite  que  la  fonction  u  est  harmonique. 

Cela  posé,  soit  un  fluide  en  mouvement  dans  les  conditions 
définies  ci-dessus.  Égalons  à  des  constantes  le  potentiel  des 
vitesses  u{x^y)  qui  correspond  à  ce  mouvement,  et  la  fonction 
harmonique  complémentaire  ou  fonction  de  courant  vi^x^y)  :  les 
équations  obtenues  définissent  des  lignes  analogues  aux  lignes  de 
niveau,  et  les  trajectoires  des  molécules  fluides.  Or  la  combi- 
naison u  H-  iv  est  analytique.  Donc  l'élude  de  certains  mouve- 
ments plans  de  fluides  électriques  se  rattache  à  celle  des  fonctions 
analytiques. 

Il  y  a  du  reste  bien  des  manières  de  réaliser  matériellement, 
dans  les  diverses  branches  de  la  Physique,  de  pareils  mouvements 
de  molécules  :  il  suffit,  par  exemple,  de  j)rovof|uer  des  courants 
électriques  dans  des  plaques  conductrices,  soit  au  moven  d'une 
pile,  soit  par  l'induction  électrique  ou  magnéti{|ue.  Ainsi  la  Phy- 
sique amène  à  considérer  edectivemenl  des  fonctions  analytiques. 

Inversement,  à  toute  fonction  analytique  correspondent  une 
famille  de  lignes  é(|uij)Otenlielles  et  une  famille  de  lignes  ortho- 


(')  Celle  équalion  esl  souvenl  appelée  elle  aussi  équation  de  continuité, 
comme  léqualion  correspondaiile  en  liydrod)  namique.  Cf.  Maxwell,  électricité 
et  Magnétisme  (  Iraduclion  ),  l.  I,  [).  \-o.  Ici  la  fonclion  u  désigne  la  lension 
éleclrique. 
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gonales  que  Ton  peut  théoriquement  regarder  comme  les  trajec- 
toires des  molécules  d'un  fluide.  Par  suite,  toute  fonction  analy- 
tique permet  de  concevoir  des  mouvements  de  fluides  qui  sont 
théoriquement  possibles,  et  conduit  à  la  solution  de  problèmes 
physiques  ('  ). 

333.  Non  seulement  en  Hydrodynamique  et  en  Électrodyna- 
mique,  mais  aussi  en  Staticpie,  les  questions  qui  se  ramènent  à  la 
recherche  des  fonctions  harmoniques  dans  un  domaine  à  deux 
dimensions,  et  dès  lors  à  la  considération  des  fonctions  analy- 
tiques, sont  nombreuses.  Mentionnons,  par  exemple,  le  problème 
de  la  distribution  de  l'électricité  sur  un  conducteur  dans  des 
conditions  convenables  (-). 

Pour  terminer  ces  remarques,  qui  prouvent  si  bien  la  péné- 
tration  mutuelle   des  diverses  branches  de  la  Science  mathéma- 


(')  Ainsi  aux  fondions  analytiques  log  ^^^ el  ilog^ j  correspondent  des 

lignes  de  courant  qui  sont  respectivement  des  cercles  passant  par  a  et  b,  et  des 
cercles  par  rapport  auxquels  les  points  a  el  b  sont  conjugués.  On  peut  réaliser 
expérimentalement  les  mouvements  correspondants  de  fluides  électriques,  dans  le 
premier  cas,  au  moyen  de  courants  qui  entrent  sur  une  plaque  conductrice  par 
le  point  a  et  en  sortent  par  le  point  b;  dans  le  second  cas,  en  joignant  sur  cette 
plaque  les  points  a  el  b  par  une  courbe  sans  point  multiple  qui  serait  le  siège 
d'une  force  électromotrice  constante.  Cf.  Ki.ein,  Ueber  Riemann's  Théorie  der 
algebraischen  Functionen,  p.  i3. 

Nous  avons  dit  plus  liaut  (p.  226)  le  parti  que  M.  Klein  avait  tiré  de  ces 
considérations. 

I  o«/'  aussi  Maxwell,  op.  cit..  t.  I,  p.  336. 

(-)  Ainsi,  soient  des  conducteurs  dont  les  surfaces  soient  toutes  de  révolution 
autour  d'axes  parallèles,  au  moins  dans  la  partie  du  champ  électrique  considéré, 
et  au  delà;  supposons  aussi  que  l'on  puisse  négliger  l'action  électrique  du  champ 
où  cette  condition  n'est  pas  réalisée. 

En  ce  cas,  l'électricité  se  distribue  uniformément  tout  le  long  des  génératrices 
des  conducteurs  parallèles  aux  axes.  Par  suite,  dans  le  champ  limité  par  deux 
plans  perpendiculaires  à  ces  axes  et  suffisamment  voisins,  le  potentiel  et  la  dis- 
tribution électriijue  ne  dépendent  que  de  deux  variables.  Une  proposition  géné- 
rale (p.  53)  apprend  dès  lors  que  le  problème  de  l'équilibre  électrique  revient  à 
la  recherche  d'une  fonction  harmonique  u{x,  y). 

On  trouvera  dans  l'Ouvrage  de  Maxwell  cité  plus  haut  plusieurs  diagrammes 
représentant  des  réseaux  formés  par  des  lignes  équipotentielles  et  des  lignes  de 
force  [voir,  par  exemple,  t.  I,  p.  187). 

Cf.  aussi  RiEMANN,  Œuvres,  trad.,  p.  3^8. 
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ti(|ne,  voyons  cominent,  dans  la  Théorie  de  la  chaleur,  les  familles 
de  courbes  isothermes  el  les  réseaux  isothermes  se  trouvent  encore 
reliés  à  l'élude  des  fonctions  analytiques  ('). 

Soit  ime  plaque  homogène  en  équilibre  de  température.  Par 
suite  de  cet  équilibre,  la  température  0  de  l'un  quelconque  de  ses 
points  (a?,  y)  ne  dépend  pas  du  temps  et  est  seulement  fonction  des 
coordonnées  de  ce  point.  On  démontre  que  cette  fonction  h[x,y) 
est  harmonique. 

Considérons  les  points  de  la  plaque  dont  la  température  est  la 
même. 

Les  diverses  courbes  isothermes,  lieux  de  ces  points,  peuvent 
être  regardées  comme  définies  par  une  équation  f{x,y)  ^  A  ren- 
fermant un  paramètre  a  variable  d'une  courbe  à  l'autre  :  cherchons 
quelle  doit  être  cette  fonction  f{x^y)  pour  que  les  courbes  cor- 
respondantes jouissent  de  la  propriété  énoncée. 

Si  la  température  H{x,y)  est  la  même  sur  l'une  d'elles,  la 
fonction  f)  ne  dépend  que  de  )v,  c'est-à-dire  de  /{^ly),  et 
peut  être  représentée  par  ¥[f{x,y)\.  Aussi  le  problème  de  la 
détermination  des  fonctions  f  définissant  des  isothermes  exige 
d'abord  la  recherche  des  conditions  nécessaires  pour  que  la  fonc- 
tion F[/(57,j')]  soit  harmonique,  puisque  la  fonction  0(j;,y) 
jouit  de  cette  propriété. 

Formons  AF  ;  il  vient 


o¥ 
Ox 

dF  of 
df  ox' 

0'-¥ 
Ox^ 

d'-F  /ofy 

~  dp  \0x)   "^ 

dF   ôif 

df  ô^^' 

oY  _ 

df  <jy' 

,r-  F 

_d^F^.jfy_^ 
dp  \oyj 

dF  op 
df  op 

Par  suite,  la  fonction  F  satisfera  à  l'écpiation  de  Laplacc,  si  l'on  a 


(I.) 


Ox-        Oy-  df- 


\0x)   ' 


ofyi  dF 

'ày)  dj' 


Le  second  membre  de  cette  relation  dépend  seiilcineiit  de  /,  et 
non   pas  de  x  ev  y]    donc   il  en    doit   être  de   tnènie   du  pre- 

(')  Lamé,  J.  M.,  1837,  p.  147.   y'oir  aussi  FouRiEn,  Œuvres,  l.  I,  p.  i)<). 
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niier.  Aussi,  une  condilion  nécessaire  pour  que  la  famille  de 
courbes  /(^,J')  =  >^  soit  isotherme,  c'est  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (i)  dépende  seulement  de  /",  par  suite  que  la  fonc- 
lion  /soit  une  intégrale  de  l'équation 

^^)         d^-^4>^-'^^^l(^j  -^(^)  J='' 

où  ^{f)  désigne  une  fonction  arbitraire  ('  ). 

Réciproquement,  si  la  fonction  f  satisfait  à  une  équation  du 
tjpe  ci-dessus,  les  courbes  /(^x,  y)  =  \  forment  une  famille 
d'isothermes;  en  d'autres  termes,  une  fonction  convenable  de 
f{x,y)  est  liarmonique.  En  effet,  il  n'^  a  qu'à  mettre  la  fonc- 
tion '^{/)  sous  la  forme       z^.     pour  que  l'équation 

*(/)^+*(/)^=o 

s'intègre  deux  fois  et  donne  la  valeur  d'une  fonction  F(  /"j,  c|ui 
sera  harmonique,  et  par  suite  pourra  servir  à  représenter  la  tem- 
pérature 8  le  long  d'une  courbe  /{j^,  y)  ^  )>  (-)• 

Ces  préliminaires  rappelés,  considérons  une  fonction  analy- 
tique mise  sous  la  forme  u  -{-  iv.  Les  courbes  u  =  const.  défi- 
nissent une  famille  cV isothermes ,  puisque  la  fonction  u  est 
harmonique. 

Pour  la  même  raison,  les  courbes  (^  :=  const.  forment  une 
seconde  famille  d'isothermes. 

Ainsi,  le  réseau  {u,v)  est  orthogonal  (P*^  Partie,  p.  5i)  et 
isotherme  :   donc  chaque  fonction   analytique  conduit  à  conce- 


('  )  Les  fonctions 

^dx)       \ày]  '     dx'       dy- 

ont  été  appelées  par  Lamé  paramètres  différentiels  du  premier  et  du  second 
ordre  de  la  fonction  f.  Le  calcul  montre  immédiatement  que,  par  exemple, 
ils  restent  invariables  dans  toute  substitution  orthogonale  elTecluée  sur  les 
variables. 

(-)  On  voit  que,  si  la  condition  (2)  est  remplie,  l'équalioa  du  faisceau  d'iso- 
lliermes /(:r,  }■)  =  a  peut  être  mise  sous  la  forme  v{x,y)  =  [x,  f  désignant  une 
fonction  harmonique. 
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voir  comme  possible  cerlaine  réparti  lion  de  lignes  d'égale  tem- 
pérature. 

Remarque.  —  Tonte  transformation  conforme,  avons-nous  vu 
(p.  60),  subslilue  à  une  fonction  harmonique  une  fonction  iiar- 
monique.  Vérifions  par  un  calcul  direct  qu'à  une  famille  de 
courbes  isothermes  /{jc^j)  =  )>,  une  transformation  conforme 

fait  correspondre  aussi  une  nouvelle  famille  d'isothermes 

'fl  ^  ■'•.)  =  >-• 

En  eflfet,  les  paramètres  différentiels  de  la  fonction  c5(ç,  r^)  ont 
pour    expressions,    puisque    la    ("onction    x -\- ij    est    anal^tiijue 

(p.  265), 

On  en  déduit 

0^-         dr^'^  dx'^        Oy- 


m -m  (M-(£ 


car  la  dérivée  de  x -h  ij'  n'est  pas  nulle,  si  la  transfurmalion  est 
biunivoque  et  conforme. 

Le  dernier  rapport  dépend  seulement,  par  hypothèse,  de 
/{x,J')  ou  de  l;  donc  le  rapport  précédent  est  fonction  unique- 
ment de  X  ou  de  'f{^,  'r\).  C'est  dire  que  les  courbes  'j(;,  ■/])  =  ). 
sont  isothermes. 


FIN    DK     LA     SLCONItK     I' A  U  T  I  K 
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